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前 言 


合 数 学 是 一 个 历史 悠久 又 是 近年 来 发 展 很 快 的 数学 分 支 。 它 


与 数论 ,线性 代数 , 群 论 , 域 论 ,. 格 论 等 有 密切 联系 ,而 有 有 其 广泛 的 


的 应 用 
图 论 原本 是 和 


到 173 
由 于 科 


6 年 欧 拉 关于 司 


合 数学 这 个 "家 族 "的 于 


要 成 员 。 它 的 起 源 可 追 尖 
尼斯 堡 七 桥 问题 的 研究 。20 世纪 30 年 代 后 ， 
学 技术 发 展 促进 离散 数学 模型 的 发 展 ,使 图 论 不 断 成 长 壮大 ， 


形成 一 门 独立 的 学 科 。 


Es 


组 合 数学 与 图 论 是 大 学 数学 专业 普遍 开设 的 课程 ,也 是 计算 机 
科学 等 许多 相关 专业 所 需 的 课程 。 尤 其 是 1999 年 教育 部 颁发 的 《中 


小 学 教师 继续 教育 课程 开发 指南 了》 已 把 《组 合 数学 与 图 论 引 入 数学 


教师 继续 教育 课程 。 为 满足 
校 数 学 、 计 算 机 等 专业 天 


教育 课程 开发 指南 ?的 要 求 ,编写 了 此 书 。 
编写 这 部 教材 ,力求 从 我 国 社会 发 展 的 客观 要 求 和 继续 教育 的 


特点 出 发 ,体现 时 代 的 先进 性 和 创 


学 教师 继续 教育 教学 的 需要 和 师范 院 
f 设 选修 课 的 需要 ,我 们 按 4 中 小 学 教师 继续 


新 性 ;知识 体系 的 科学 性 与 系统 


性 ;数学 教师 继续 教育 的 专业 性 和 综合 性 ;教材 内 容 的 应 用 性 和 针对 


性 。 在 写作 本 书 之 前 ,我 们 认真 地 


征求 和 吸收 了 各 级 教育 行政 部 门 


主管 续 续 教 育 的 领导 及 部 分 省 市 教育 学 院 的 专家 和 一 些 中 学 教师 对 


本 书 的 编写 意见 ,系统 地 查阅 了 


内 外 有 关 组 合 数学 与 图 论 方面 的 


专著 、 教 材 .期 刊 杂 志 , 注 意 消化 理解 .吸收 组 合 数学 与 图 论 新 的 研 


究 成 果 ,并 尽 可 能 地 渗透 到 教材 内 容 之 
学 专业 在 校 学 生 学 完 此 门 课程 后 ,要 应 月 
本 书 特别 在 各 章节 中 穿插 了 组 合 数学 与 


,考虑 到 中 学 数学 教师 和 数 


材 内 容 更 具有 实用 性 。 


到 中 学 数学 教学 之 中 ,所 以 


图 


论 应 用 的 内 容 ,因而 使 教 


我 们 深 知 要 写 好 一 本 教材 绝 非 易 事 。 虽 然 我 们 从 事 组 合 数学 与 
图 论 的 教学 和 研究 工作 十 几 年 ,也 曾 纺 写 过 相关 学 科 的 全 国 中 小 学 
教师 继续 教育 教材 ,但 是 由 于 我 们 才 力 不 逮 , 书 中 朴 尘 不 当 之 处 在 所 
难免 ,县 请 同行 和 读者 不 音 赐 教 。 

在 本 书 问世 之 际 , 对 北京 大 学 博士 生 导 师 徐 明 电 先 生 及 各 级 教 
育 行政 部 门 的 领导 和 有 关 院 校 的 专家 在 我 们 编写 的 过 程 中 ,从 编写 
思想 到 内 容 安排 给 予 的 热心 指导 ,中国 铁道 出 版 社 的 鼎力 支持 , 谨 臻 
谢 优 ! 
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2000 年 7 月 
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第 一 篇 ”组合 数 学 初步 


第 -- 章 抽 展 原理 


$1.1 集合 的 基本 概念 


集合 是 数学 上 不 定义 的 概念 , 它 是 具有 某 种 性 质 的 一 组 事物 的 
概念 之 抽象 .对 于 集合 (也 可 简称 为 集 ) ,我 们 关心 的 是 哪些 属于 它 . 
我 们 称 属于 某 个 集合 的 事物 为 该 集 的 元 素 或 元 ,所 谓 给 出 一 个 集合 
即 指明 该 集合 所 包含 的 元 素 . 

当 集 合 中 元 素 的 个 数 为 有 限时 , 则 称 该 集合 为 有 限 集 ,否则 称 其 
为 万 限 集 . 

具有 某 种 性 质 p 的 元 内 所 构成 之 集合 A 可 表示 为 

A=|.rlzr 具 有 性 质 p!. 

例如 ,A= |x 1zx 是 非 负 整数 | 即 表 示 所 有 非 负 整数 构成 的 集 
合 . 也 可 用 列 出 集合 的 所 有 元 素 的 方式 来 表示 一 个 集 . 

例如 ,S= 1a ,b,c,d ,ei 即 表 示 有 五 个 元 素 的 集合 . 当 集合 中 元 
迪 具 有 一 定 的 规律 时 ,也 果 以 用 列 出 其 部 分 元 素 ,然后 用 省 略 号 表示 

例如 , 非 负 整 数 集 A 可 表示 为 

N= 140,1.2,3，… 


我 们 强调 指出 ,一 个 集合 中 的 元 素 是 确定 共 . 也 就 是 说 ,对 于 绽 
定 的 一 个 集合 S 来 说 ,任何 一 个 对 象 或 元 素 a , 它 或 者 属于 集合 S， 
或 者 不 属于 集合 S ,二 者 必 居 其 一 . 当 & 属于 S 时 , 则 记 作 =& S : 当 
& 不 属于 S 时 , 记 为 a 乞 S. 如 果 一 个 集合 S 不 包含 任何 元 素 , 则 称 
它 为 空 集 , 并 记 为 S = 红 . 只 含 一 个 元 a 的 集 {a } 称 为 单元 集 . 

著 妨 ,B 为 两 个 集 , 且 B 中 任 一 元 都 是 凡 的 元 , 则 称 BB 为 A 的 
子 集 , 记 作 BSA 或 记 作 A 二 B .中 可 说 B 含 于 4 ,或 说 A 包含 日 . 
老 两 个 集 4 与 B 所 包 会 前 元 相同 , 即 4 和 号 且 瑟 二 4 , 则 称 两 个 集 
合 和 与 B 相等 ,并 记 作 A=B. 

除 集合 的 包含 关系 外 ,还 可 以 建立 集合 之 间 的 一 些 代数 运算 ; 

两 个 集 4 与 B 的 并 集合 , 指 的 是 由 集 A 和 集 B 的 所 有 元 素 所 
组 成 的 集合 , 记 作 4UB, 即 4UB=jzircEA 或 zEB1; 

两 个 集 4 与 B 的 交集 合 , 指 的 是 由 集 A 和 集 B 的 一 切 公共 元 
素 所 成 之 集 , 记 作 4 站 DB, 即 Am 站 B=jizl7>EA 且 zEBii 

两 个 集 4 与 8 的 差 集 合 , 指 的 是 由 属于 集合 4 但 不 属于 集合 
B 的 元 素 所 成 之 集 , 记 作 A\B, 即 A\B=|zlzEA 但 z&B|;. 

特别 当 BSA 时 , 称 及 和 \B 为 B 关 于 A 的 补 集 .而 当 太 为 所 
讨论 的 全 集 时 , 称 B 关 于 AA 的 补 为 日 的 补 集 ,并 记 A\ B=B. 

关于 集合 的 并 . 交 、 补 运算 ,有 如 下 的 运算 律 : 

(1) 结合 律 

4JBUC)=(AUB)UC， 
AN(BNC)=(ANBING, 
(2) 交换 律 


AUB=BUA; 
ANB=BNMNA; 
(3) 分 配 律 
ANIBUC)= (ANBIUCANC); 
AU(BNC)= AUBIN(AUO); 
4) 犹 " 莫 根 律 
2， 


AUEB=ANME; 
ANTB=AUB. 
下 面 只 对 AUB=ANn 吾 给 供 证 明 . 
设 xEAUEB, 则 z 访 AUB, 而 zz 人 AUB 等 价 于 x 人 多 A 和 xz 
读 B 同时 成 立 , 即 x 人 AUB>xEA 有 xzEB, 即 zxEANB; 
这 表明 xEAUEB=>xEANB, 故 
AUBCANB 0) 
另 一 方面 , 设 zEANM,.xEA 且 xEBR, 放 x 信 AA 且 zx 总 日 ,这 
等 价 于 zk4UB, 亦 即 zEAUE. 
这 表明 xEANMB=>r+EAUE, 故 
ANBECAUB (2) 
由 (1) .人 2) 即 得 :AUB=ANB. 
最 后 我 们 给 出 复合 集 ( 或 称 为 重 集 ) 的 福 念 . 
复 人 台 和 集 也 是 数学 上 不 定义 的 福 念 , 它 与 前 而 讨论 的 普通 集合 (我 
们 在 不 如 说 明 轩 提 到 的 集合 均 沸 普通 集合 ) 的 不 局 之 处 在 于 其 成 员 
不 必 互 异 .例如 ,我 们 将 具有 三 个 a ,两 个 &,1 个 的 集合 S 记 为 5 
=la,aia,b,6,c) 或 S=13"4 .2.5,1'c1, 其 中 3,2,1 分 别 黎 为 元 
素 a ,6 ,c 的 重复 数 - 
例如 ,S = [rien2a2,n3 43,R4'4 由 ,其 中 a1,azsa3,44 为 
不 同 的 元 素 , nl, za, x3, 14 为 非 负 整数 , 则 S 是 一 个 复合 集 , 而 当 
n= 时 元 素 a; 的 重复 数 为 0, 此 时 显然 表明 S 中 不 包含 元 素 &,. 特 
别 当 n=n2=n3=n4=1 暑 ,S 为 通常 的 柴 合 $= |a1,a2,43,044|. 
在 这 个 意义 上 , 若 将 复合 集 作为 原始 福 念 , 则 集合 ( 即 通 党 意义 下 的 
集合 ) 就 是 可 定义 的 : 集 就 是 其 元 素 的 重复 数 全 部 为 1 的 复合 集 . 
为 了 不 限制 元 素 的 重复 次 数 ,可 以 允许 重复 数 为 oo 这 里 没有 必 
要 区 分 重复 数 为 可 数 无 穷 或 不可 数 无 穷 等 等 ). 
例如 , 设 复合 集 S 中 ,a ,5 的 出 现 次 数 不 限 ,c 最 多 出 现 4 次 ,2 
最 多 出 现 2 次 , 则 可 记 作 S= |oora,%'b,4.c,2°41. 
业 似 地 可 以 定义 复合 集 的 包含 关系 ,以 及 并 、 交 及 差 的 运算 : 
.3 . 


设 .S) 和 5: 是 两 个 复 台 集 , 若 Si 中 每 一 元 素 的 重复 数 都 不 大 
于 Sz 中 对 应 元 素 的 重复 数 , 则 称 S, 包含 于 $2, 或 称 S, 是 $2 的 于 
集 , 并 记 为 SISS2. 

两 个 复合 集 S1 和 S: 的 并 集 表示 为 SiU $2, 它 表示 由 Si 和 Sz 
的 所 有 不 同 元 素 所 构成 的 复合 集 . 且 每 个 元 素 的 重复 数 定义 为 该 元 
素 在 S, 和 Ss 中 重复 数 的 最 大 者 . 

例如 , 设 Si=|3"a,c,2.4d1,S2=|2.a,5,2°ci, 则 SIUS2= 
i3'a,.6,2°c,2d.. 

两 个 复合 集 Si 种 5z 的 交集 也 是 一 个 复合 集 , 它 的 每 一 个 元 素 
的 重复 数 定义 为 该 元 素 在 S. 和 S; 中 重复 数 的 最 小 者 ( 当 某 个 元 素 
不 在 该 集合 中 时 ,我 们 称 它 在 该 集中 重复 数 为 0) ,并 记 为 S11S2, 如 
上 例 中 ,有 Sif5S2= 124 ,cl; 

两 个 复合 集 S1 和 8S; 的 差 , 记 为 S1\ S:, 也 是 一 个 复合 集 , 它 
的 每 一 个 元 素 的 重复 数 等 于 它 在 S; 中 的 重复 数 减 去 在 S> 中 的 重 
复数 得 到 的 若 与 数 0 这 两 个 数 中 之 最 大 者 . 例如 上 出 中 Si S$;= 
la:2ra} 

一 个 复合 集 S ,如 果 S 中 每 一 个 元 素 的 重复 数 都 是 有 限 数 , 则 
称 S 为 重复 数 有 限 的 复合 集 ;否则 , 称 S 为 重复 数 无 限 的 复合 集 . 


$1.2 抽 履 原理 


把 hn 一 1 个 或 者 更 多 的 物体 放 到 x 个 集合 之 中 ,那么 至 少 有 一 
个 集合 里 要 放 进 其 个 或 更 多 的 物体 ,这 就 是 “ 抽 居 原理 "的 最 简单 的 
形式 . 抽 展 原理 也 称 之 为 铝 乱 原理 或 鞋 箱 藉 理 , 昌 然 它 的 正确 性 十 分 
明显 ,很 容易 被 并 不 具备 多 少数 学 知识 的 人 所 接受 ,但 是 如果 将 其 灵 
活 地 运用 ,好 可 得 到 一 些 意 想不到 的 效果 .各 种 形式 的 抽 届 原理 ,在 
初等 数学 乃至 高 等 数学 中 经 党 采 

定理 1.2.1 把 多 于 个 的 元 素 按 任 - “确定 的 方式 分 成 个 集 
合 , 则 一 定 有 一 个 集合 中 含有 两 个 或 两 个 以 上 的 元 素 - 
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证 明 ”车 每 个 集合 中 所 含 元 素 的 数目 均 不 超过 1, 则 这 n 个 集 
合 中 所 售 元 素 个 数 就 不 会 超过 ,这 与 已 知 有 多 于 n 个 的 元 素 相 了 矛 
居 . 

例 1.2.1 在 一 个 13 人 的 小 组 中 ,至 少 有 2 个 人 的 生日 在 同一 
个 月 . 
例 1.2.2 同年 出 生 的 370 个 人 中 ,一 定 有 2 个 人 是 同月 、 河 日 
出 生 的 . 

例 1.2.3 根据 常识 ,一 个 人 的 头发 根 数 不 会 超过 20 万 . 基 此 ， 
在 一 个 拥有 20 万 以 上 人 口 的 城市 中 ,一 定 可 以 找到 两 个 人 ,他 们 的 
头发 根 数 相同 . 

例 1.2.4 抽 居 里 有 10 双 颜色 不 同 的 手套 ,从 中 任意 取出 11 只 
来 , 则 这 11 只 中 至 少 有 2 只 是 完整 配对 的 . 

定理 工 2.! 还 有 以 下 更 一 般 的 形式 . 

定理 1.2.2 把 多 于 m Xn 的 元 素 按 任 一 确定 的 方式 分 成 ? 个 
集合 , 则 一 定 有 一 个 集合 中 含有 w+1 或 mr + 工 个 以 上 的 元 素 ， 

证 用 ”假若 每 个 集合 中 所 含 元 素 的 数目 均 不 超过 zx , 则 这 个 
集合 所 含 元 率 个 数 就 不 会 超过 m x n ,显然 题 设 矛 拓 . 

定理 1.2.3 设 a1,223,…,a; 为 正 整数 . 若 将 ait+…+an 一 
2+ 工 个 元 素 分 成 个 集合 , 则 或 者 第 一 个 集合 中 至 少 有 ai 个 元 
率 , 或 者 第 二 个 集合 中 至 少 有 a, 个 元 素 ,… ,或 者 第 x 个 集合 中 至 
少 有 a 个 元 素 . 

证 明 洲 第 一 个 集合 中 至 多 有 a1 -1 个 元 素 ,第 二 个 集合 中 至 
多 有 42 一 1 个 元 素 ,…, 第 " 个 集合 中 至 多 有 ar -1 个 元 素 , 则 ”个 
集合 中 至 多 有 : 

ar- D+(laz-1)+t +(arn- 1)= 
atte2+t++tar—# < 


Qatarte+an 一世 十 上 
这 与 题 设 矛 盾 ， 
显然 , 当 苑 素 个 数 多 于 (ct~i)+(az-1D+…+(as-1) 时 , 定 
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理 1.2.3 的 结论 成 立 . 

在 定理 1.2.3 中 , 若 取 al= az=…= an=2, 则 可 得 定理 1.2.1. 
若 取 4a1=a2=…=a; 二 m +1, 则 可 得 定理 1.2.2. 

定理 1.2.4 ”把 无 穷 个 元 素 按 任 一 确定 的 方式 分 成 有 穷 个 集 
合 , 则 至 少 有 一 个 集合 中 仍 合 无 穷 个 元 素 . 

证 明 假若 每 个 集合 中 都 只 含有 穷 多 个 元 素 , 则 这 有 穷 个 集合 
只 能 包含 有 穷 个 元 素 , 这 与 题 设 矛盾 . 

上 面 的 四 个 定理 ,都 称 为 抽 层 原理 , 由 我 位 的 证 明 可 知 ,它们 都 
是 非常 简单 的 . 可是, 正 是 这 样 一 些 简单 的 原则 ,在 初等 数学 万 至 高 
等 数学 中 ,有 着 许多 应 用 .巧妙 地 运用 这 些 原则 ,可 以 很 顺利 地 解决 
一 些 看 上 去 相当 复杂 ,甚至 觉得 简直 无 从 下 手 的 数学 题目 ， 


$1.3 应 用 举例 


例 1.3.1 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任意 放置 五 个 点 ,求证 :其 中 


必 有 两 点 ,这 两 点 之 问 的 距离 不 大 于 经 


证 明 将 这 个 正方 形 的 两 对 对 边 上 的 中 点 连接 起 来 ,把 它 分 成 
4 个 大 小 相等 的 小 正方 形 .在 大 正方 形 里 任 放 5 个 点 ,就 相当 于 把 5 
个 点 以 任 一 确定 的 方式 投放 在 这 4 个 小 正方 形 中 .于 是 由 定理 1.2.1 
知 , 必 有 一 个 小 正方 形 ,其 中 包含 两 个 或 两 个 以 上 的 点 ,对 于 其 中 的 
两 点 ,它们 之 间 的 距离 不 会 超过 小 正方 形 对 角 线 的 长 度 ( 即 大 止 方形 


对 角 线 长 度 的 一 半 ), 即 不 大 于 学 . 


例 1.3.2 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 ,任意 放 入 9 个 点 ,求证 :在 以 

这 些 点 为 顶点 的 许 许多 多 三 角形 中 , 必 有 一 个 三 角形 , 它 的 面积 不 超 
证 明 用 三 条 平行 于 上 下 底 边 的 直线 ,把 正方 形 分 成 4 个 大 小 

相等 的 长 方形 .9 个 点 任意 放 入 这 4 个 长 方形 中 ,根据 定理 1.2.2, 即 
.6 


多 于 2x4 个 点 放 入 4 个 长 方形 中 , 财 至 少 有 2+1 个 点 ( 即 二 个 点 } 
落 在 某 一 个 长 方形 之 内 . 则 以 这 三 点 为 项 点 的 三 角形 的 面积 不 会 赵 


过 该 长 方形 面积 的 一 半 , 即 小 于 等 于 二 x 卫 = 喜 . 

例 1.3.3 某 次 会 议 有 位 代表 参加 , 且 每 一 位 代表 至 少 认识 
其 余 x 一 1 位 代表 中 的 一 位 .求证 ;在 这 位 代表 中 ,至 少 有 两 位 认 
识 的 代表 人 数 相间 . 

证 明 ”构造 # 一 1 个 “房间 ” ,使 第 上 个 谎 闻 中 的 人 恰好 认识 泣 
代表 ,其 中 =1,2,…, 有 一 1. 现 共有 ” 位 代表 要 “进入 "这 一 1 个 
房间 , 故 由 定理 1.2. 1 即 知 :至 少 有 两 位 代表 进入 同一 个 房间 , 即 这 
两 位 认识 的 代表 人 数 相同 . 

例 1.3.4 从 全 世界 任 选 6 个 人 ,其 中 一 定 可 以 找 出 这 样 -三 个 
入 ,使 得 他 们 互相 都 认识 ,或 者 互相 都 不 认识 . 

证 明 在 这 5 个 人 中 任意 指定 一 个 人 , 记 为 A, 二 是 可 将 其 余 
的 五 个 人 分 为 两 类 :一 类 中 的 人 与 4 互相 认识 , 另 一 类 中 的 人 与 
互相 不 认识 . 由 定理 1.2.2 知 ,至 少 有 一 类 的 人 数 不 小 于 三 ,不 妨 设 
至 少 有 三 人 与 4 下 相 认识 .县 假定 B、C、D 三 人 与 4 互相 认识 . 

此 时 ,必定 会 出 现下 列 两 种 情况 之 一 : 

(1) B.C.D 三 者 之 间 至 少 有 两 人 互 祖 认识 , 旦 不 妨 没 召 与 C 
互相 认识 .这 样 ,A .日 、C 三 人 互相 都 认识 ,命题 成 立 . 

人 2) B.C,D 三 者 之 间 互 相 都 不 认识 ,显然 命题 世 成 立 . 

例 1.3.5 设 a1,42,…,an 为 给 定 的 zm 个 整数 ,证 明 : 一 定 存 
在 满足 条 件 :0S < 魏 普 的 整数 上 ,7 ,使 得 ap tr1+ akt+r2T +a 
可 被 m 整除 . 

证 阴 先 作出 mm 个 和 Si=a1,S2=a1Ta2e "Sma1+42+ 
-tan 

显然 , 若 有 一 个 5; 可 被 m 整除 , 则 结论 成 立 . 且 此 时 =10， 
t=i. 

如 果 用 痛 去 除 上 面 任 一 个 和 所 得 的 余数 均 非 零 , 即 余 数 分 别 为 
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1,2,…,m 一 1 中 的 一 个 数 .但 现在 有 mx 个 和 ,而 只 有 m -个 可 能 
的 余数 值 , 故 由 定理 1.2.1 知 ,其 中 至 省 有 两 个 和 , 当 它 们 被 mm 除 时 
具有 相同 的 余数 .这 表明 存在 整数 上 和 7 ,满足 0<E<i 帮 m ,使 得 
[Si 一 S43, 即 Qsritaar2t+"… +Qr 可 被 m 整除 . 

例 1.3.6 从 由 1 到 2n 的 整数 中 任 取 x +1 个 数 , 则 这 +1 个 
数 中 至 少 有 一 对 数 ,其 中 一 个 数 是 另 一 个 数 的 笠 数 . 

证 明 首先 注意 到 ,一 个 正 整数 或 者 本 身 是 一 个 奇数 ,或 者 是 一 
个 偶数 .如 果 该 数 是 一 个 偶数 , 则 经 过 反复 地 提取 因数 2 后 ,总 可 以 
表示 为 :奇数 X25 的 形式 (其 中 =1,2,3,…) ,并且 ,这 个 奇数 决 不 
会 超过 厌 数 的 一 半 . 

若 容 许 s =0, 则 亲 数 也 可 写成 2; x 奇数 的 形式 .于 是 任 一 正 整 
数 均 可 写成 2: x a 的 形式 ,其 中 a 为 奇数 ,* 为 非 负 整数 . 

下 设 所 取 的 a +1 个 数 是 :41,42,… ,an .an+1 

将 这 n + 1 个 整数 都 表示 成 2 xa 的 形式 , 则 a 为 满足 
1<<a <2 的 奇数 ,但 从 1 到 2m 中 只 有 个 奇数 ,于 是 由 抽 必 不 理 
知 : 必 存在 ai 关 aj, 但 a;=2: xa,a= Xa&, 不 着 设 za;<<a;, 即 
s<K ,这 表明 cj =2-:x2xa=24:xai) 故 o 是 ai 的 倍数 . 

例 1.3.7 一 个 棋 手 用 11 个 星期 来 准备 参加 一 次 大 型 比赛 ,为 
了 准备 的 更 充分 些 , 他 决定 每 天 至 少 下 一 局 棋 . 但 是 ,又 为 了 使 自己 
不 至 于 太 累 ,他 又 决定 在 任何 一 周 内 下 棋 的 总 局 数 不 超 过 12. 证 明 ， 
一 定 存 在 着 连续 的 若干 天 ,在 此 期 间 内 该 棋 手 恰好 下 了 21 局 棋 . 

证 明 用 ai 表示 这 位 棋 手 第 ; 天 所 下 棋 的 局 数 , 则 由 题 设 可 知 
ql (i=1.2,…,77). 亚 记 z= 襄 at (i=1,2,…,77) 则 有 

1Sr< rn 人 x = 132. 
又 令 %=ai+2 (=t2…,77) 则 
2 yn E153. . 

于 是 zi,za,…,zmyytya 37, 这 154 个 整数 均 为 1 至 153 

中 的 数 . 由 抽 民 原理 知 ,其 中 至 少 有 两 个 数 相等 - 显然 这 两 个 数 不 能 
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同时 为 x1,.r2,… ,zn 中 的 数 ,也 不 能 同时 为 y1,y2,… ,yn 中 的 数 . 
从 而 必 存 在 整数 和 4 ,满足 :1ss 和 77,1<2<?77, 使 得 
三 Ji 二 Ti 十 21. 

上 式 表明 必 有 :< ,于 是 x; 一 x 二 21, 即 从 第 : +1 天 至 第 s 天 
这 连续 的 :- t 天 内 ,该 棋 手 恰好 下 了 21 局 棋 . 

例 1.3.8 设 a1,a23,…,an*+1 是 n*+1 个 互 不 相等 的 实数 ,还 
明 : 一 定 可 从 这 n?+ 1 个 数 中 选 出 n +1 个 数 ,使 它们 构成 严格 单调 
增 序列 或 严格 单调 碱 序列 . 

证 明 将 以 a; 为 首 项 的 , 肯 项 数 最 多 的 下 降序 列 的 项 数 记 为 
Ni;- 则 因为 单 由 一 个 a, 本 身 即 可 看 作 一 个 下 降序 列 , 故 得 Ni 之 1. 这 
表明 ,Ni,N2,…, Nw2 11 是 n?+1 个 正 整 数 ,如 果 其 中 某 一 个 大 于 或 
等 于 n +1, 则 结论 就 已 经 成 立 了 ,因为 这 时 即 可 找 出 一 个 含有 n+1 
项 的 严格 单调 减 序 列 . 所 以 , 下面 只 须 讨论 另外 一 种 情况 , 即 
1 和 Nn(i=1,2,…,n?+1) 的 情况 . 

当 22+1 个 自然 数 N, 只 能 取 1,2,…,n 这 个 可 能 值 时 ,由 定 
理 1.2.2 知 ,它们 之 中 至 少 有 n+1 个 数 相等 ,不 妨 设 : 

N= N= =N, 


其 中 下 标 满 足 ; 
1 <i 人 ntl. 

现在 我 们 证 明 : 序 列 ci ,eu，…ai ,就 是 一 个 严格 单调 增 序列 . 

用 反 证 法 . 假若 对 某 个 s(s =1,2,…,n) 有 a, >a,, 则 因 
i< 志 44; 故 将 4, ,, 置 于 以 a, 开头 的 项 数 最 多 的 下 降序 列 之 前 , 即 可 
得 到 一 个 以 ez , ,为 首 项 的 下 降序 列 , 这 表明 ; N; ,> Ni ,这 与 所 没 
N= 和 N=… = 入 ,矛盾 .从 而 必 有 a <ai,<…<ai 

这 就 是 说 :在 原 数列 不 包含 由 n +1 个 数 所 组 成 的 严格 单调 减 
序列 时 , 必 含有 由 x + 1 个 数 所 组 成 的 严格 单调 增 数列 

例 1.3.9 任意 给 定 正 整 数 m ,求证 :一 定 存在 正 整 数 = ,使 得 
是 m 的 倍数 , 且 ”完全 由 0 和 1 两 个 数字 组 成 . 


证 明 我 们 先 介 绍 一 下 关于 模 m 的 剩余 类 的 概念 . 
以 一 个 任意 固定 的 正 整数 wz 为 模 , 可 以 把 全 体 整 数 按照 余数 来 
分 类 ; 凡 用 mm 来 除 有 相同 余数 的 整数 都 归 为 一 类 .这 样 , 便 可 把 全 体 
整数 分 成 mm 个 类 : 
[0] = lim I k € 2}, 
[1 = {pm -11k&Z}, 


Cm -1)= {km+t+m—1lk€2Z}, 
其 中 Zz 表示 整数 集合 . 
下 面 给 出 例 1.3.9 的 证 明 . 
考察 m + 个 正 整 数 ; 


al= 1,a2= 11,a3= 1 am = 111…1. 


EY 

把 这 m +1 个 数 归 入 关于 模 mm 的 剩余 类 中 , 因 只 有 m 个 剩余 
类 ,由 定理 1.2.1, 其 中 一 定 至 少 有 两 个 数 ,比如 as 和 a,( 朋 不 妨 设 ; 
之 让 ,属于 同一 个 剩余 类 .这 表明 a, ~ a, 是 m 的 倍数 , 另 一 方面 ,由 
as 和 am 的 构成 可 知 n = es ~ as 有 下 列 形 式 :11…100…0. 

这 正 是 我 们 要 证 明 的 结论 . 

例 1.3.10 设 8 为 在 一 实数 ,= 为 任意 给 定 的 正 整数 .证 明 : 必 
存在 一 对 正 整 数 a.6 ,使 得 18 -名 |< 汪 ,并 且 其 中 的 整数 还 湛 
足 余 件 :0<a<n. 

证 明 令 mm;=[ 庚 ],i=0,1,…,n, 其 中 [ 廊 ] 表 示 不 超过 衣 的 
最 大 整数 . 则 有 

mi 人 PCmith,p OAR m<l. 

把 区 间 [0,1) 分 成 下 列 x 个 小 区 间 

0) ,二 2) ,1), . 

则 由 抽 屋 原理 可 知 ,08 一 no,8 一 m1,… ,8 一 ms 这 n+1 个 数 

中 至 少 有 两 个 数落 人 上面 n 个 小 区 间 中 的 一 个 小 区 涪 , 不 妨 设 
和 10 . 


8 一 mi 与 好 一 ma 落 人 了 一 个 小 区 间 , 且 0<K < sn 
1 08 — mi) ~ kB mr) [< 


亦 即 1 -EB- {mm) I<i. 


记 4=[&,6= mi- mi: 赐 a 都 是 整数 , 且 0<a=! -所 
<n .这 样 就 有 :|a8 -5 | < 二 ,再 用 正 数 a 去 除 上 式 两 边 ,这 就 证 
得 了 

b 1 
18- <aa: 

注 由 于 ay>1, 故 由 18- 志 [< 二 .这样 我 们 可 以 把 = 取得 充 
分 大 ,以 使 得 寺 是 驶 小 ;另外 由 不 等 式 a<m 可 知 ,我 们 又 可 以 控 抽 
有 理 数 乡 的 分 母 不 至 过 大 . 从 这 两 个 意义 上 我 们 已 经 实现 了 用 一 
比较 简单 的 分 数 来 比较 精确 地 通 近 任 何 一 个 实数 

习题 一 

工 下 赂 中西 出 3 行 9 列 共 27 个 小 方 格 ,将 每 一 个 小 方 格 涂 上 红 
色 或 者 缆 色 .证 明 : 不 论 如何 涂 色 ,其 中 必 至 少 有 两 列 ,它们 的 涂 色 方 
式 相同 . 
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2. 在 半径 为 1 的 区 周 上 任 取 x+1 个 点 ,求证 :其 中 至 少 有 两 个 
点 ,它们 的 距离 不 超过 xsin 亚 . 
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3. 有 一 个 生产 天 平 上 用 的 铁 盘 的 车 问 , 由 于 工艺 上 的 原因 ,只 能 
控制 盘子 的 重量 在 指定 的 a 克 到 a + 0.1 克之 间 . 现 在 需要 重量 相 
差 不 超 过 0.005 克 的 两 只 铁 盘 来 装配 一 架 天 平 , 问 最 少 要 有 多 少 只 
盘子 ,才能 从 中 挑 出 符 食 要 求 的 两 只 铁 盘 ? 

4. 一 个 学 生 用 37 天 来 准备 考试. 据 以 入 经验. 他 知道 不 会 需要 
超过 60 个 小 有 时 的 学 习 , 同 时 他 决定 每 天 至 少 学 习 一 小 时 .证 明 :不 管 
他 如 何 安排 学 习 时 间 (但 每 天 学 习 的 小 时 数 是 整数 ) ,总 有 连续 的 若 
下 天 ,在 此 期 间 他 恰好 学 习 了 13 个 小 时 . 

5. 在 边 长 为 的 等 边 三 角形 中 任 选 $ 个 点 ,证 明 : 至 少 丰 变 两 个 
点 ,使 这 两 个 点 之 间 的 距离 不 超过 二 

6. 在 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 申 任远 10 个 点 ,证 明 , 至 少 存在 两 
个 点 ,使 这 两 个 点 之 加 的 距离 不 超过 二 

7. 由 5.6 丙 题 , 试 珊 定 这 样 的 正 整数 a , 当 从 边 长 为 1 的 等 边 
三 角形 中 任 送 a 个 点 时 ,至 少 存在 丙 点 .使 这 两 点 之 阿 的 下 离 不 超 
过 二 . 

8. 设 a1,a2,43 为 3 个 任意 的 整数 ,而 81,62,583 为 a4,42.a3 的 
任 一 排列 , 则 a1~ iaz- baaz 一 03 中 至 少 有 一 个 是 偶数 . 

9. 在 取 11 个 整数 ,求证 :其 中 至 少 有 两 个 数 ,它们 的 次 让 10 的 


争 数 . 
10. 个 实数 cl xi …， xx, 总 存在 菜 一 个 数 记 , 使 得 
zi (rt zat ta). 

1L- 在 边 长 为 1 的 正方 体内, 任意 移 定 9 个 点 , 则 其 中 必 有 两 点 ， 
使 得 这 歼 点 之 问 的 距离 小 于 或 等 于 地. 

12. 任 到 浊 白 杂 混 转 棋子 21 个 ,将 其 排 成 3 行 7 列 的 长 方形 ( 即 
3 行 7 列 的 乱 阵 ). 求证 :不 论 怎样 排 法 ,部 可 找到 一 个 小 长 方形 ( 邯 
子 陈 ) ,使 四 个 角 上 的 子 全 是 白 于 或 者 多 是 黑子 ( 即 子 阵 的 角 上 四 子 

.2. 


同色 ). 
13. 设 m 是 取 定 的 一 个 自然 数 ,求证 ; 任 取 w+1 个 整数 , 则 
中 至 少 有 两 个 整数 ,其 差 是 m 的 倍数 . 
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第 二 章 ”排列 与 组 合 


$2.1 加 法 原理 与 乘法 原理 


定理 2.1.1 加 法 原理 

设 入 1,A2,… ,A 元 为 有 限 集 4 的 子 集 , 昌 满足 : 
[iD AiL AzU---UA,=A; 

(2} A:NA;= (A)). 


则 有 141=1411+1Aa lt + An 
式 中 14 | 表示 集合 4 中 所 会 元 素 个 数 ， 


定理 2.1.1 的 证 明 可 用 数学 归纳 法 完成 . 
加 法 原理 是 基本 的 计数 法 则 之 一 ,也 可 投 述 为 :如 果 一 些 物件 可 


以 分 成 互 不 相交 的 mn 类 ,各 类 中 物件 的 个 数 分 别 为 :a1,a2,… ,a ， 
则 物件 总 数 为 a1 二 42+… 十 42. 


机 . 


类 ， 


倒 2.1.1 设 由 甲 地 到 乙 地 ,每 天 有 4 班 火车 ,3 班 汽车 ,1 班 飞 


同 由 甲 地 到 乙 闻 每 天 有 和 多少 种 不 同 的 走 法 ? 
解 可 将 由 甲 地 到 乙 好 的 走 法 分 为 乘 火车 . 乘 汽车 ,和 滋 飞 机 三 
是 每 一 类 中 分 别 有 :4、3.1 种 走 法 , 故 由 加 法 原理 ,每 天 有 4+3++ 


1=8 种 不 同 的 走 法 . 


6,8 


例 2.1.2 大 于 0 而 小 于 10 的 偶数 有 4 个 ,可 记 为 41= 12,4， 
;大 于 0 而 小 于 10 的 奇数 有 5 个 , 即 A2= :1,3,5.7.91; 又 记 大 . 


于 0 而 小 于 10 的 整数 集合 为 4. 而 4A= 4iU4>, 且 4im4z= 作 ， 
故 由 加 法 床 理 有 | |= lAil+ 1A2l. 


定理 2.1.2 乘法 原理 
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设 4142 ,Am 均 为 有 限 集 , 则 
1 A x Asx -x Aml=| A Azl | A | 
式 中 AXB=|(a,6) a€ A,5EBI 称 为 4 与 B 的 Cariesian 乘 
积 . 例 知 ,A4={(a1,a2)|.B=1(61,52,583)1 ,网 AXB=;(a1,651), 
(a1,62), (an,b3). (a2,61), (a2,52), (a2,63)}. HIAI=2,|1B|= 
3,1AxB|=6. 

乘法 原理 也 是 基本 的 计数 原理 之 一 ,还 可 叙述 为 :如 果 一 些 物体 
由 im 各 性质 来 确定 : 

第 一 种 性 质 共 有 zi 种 可 能 ;第 二 种 性 质 共有 wz 种 可 能 ;…, 第 
m 种 性 质 共 有 wm 种 可 能 . 当 m 种 性 质 都 确定 后 ,物体 就 唯一 确定 
了 , 则 物体 总 数 为 za .22……?w 种 . 

例 2.1.3 从 中 地 到 两 她 必须 先 经 乙 地 .而 由 甲 闻 到 乙 地 有 5 
条 不 同 的 道路 ,从 乙 地 到 再 地 有 4 条 不 同 的 道路 , 则 由 乘法 原理 可 
知 ,从 甲 地 到 丙 地 的 道路 数目 为 5x4=20 条 . 

全 2.1.4 某国 际会 议 治 淡 贸 易 ,其 中 有 4 家 美国 公司 ,3 家 日 本 
公司 ,6 家 中 国 公司 . 这些 公司 彼此 都 希望 与 异国 的 每 个 公司 都 治 痰 
一 次 , 问 共 需要 安 祥 多 少 场次 的 会 议 ? 

解 ” 先 由 乘法 原理 知 : 美 日 会 谈 需 要 安排 4x3 = 12 次 :中 美 会 
谈 需 6X4=24 次 :中 日 会 谈 需 6x3=18 次 .再 由 加 法 原理 可 得 , 共 
需 安排 12+24+18= 54 次 会 谈 . 

例 2.1.5 从 1.2.3,4 这 四 个 数字 里 ,每 次 取出 两 个 数字 组 成 一 
个 两 位 数 , 司 : 

(1) 车 这 两 位 数 中 的 数字 不 允许 重复 使 用 , 共 能 得 到 多 少 个 不 
同 的 两 位 数 ? 

(2) 若 这 两 位 数 中 的 数字 允许 重复 使 用 . 共 能 得 到 多 少 个 不 同 
的 两 位 数 ? 

解 (1) 第 一 步 从 这 四 个 数字 里 任 选 一 个 为 十 位 数字 ,有 4 种 
方法 ;因为 数字 不 许 重复 使 用 ,第 二 步 只 能 由 剩 下 的 三 个 数字 单 任 选 
一 个 为 个 位 数字 ,所 以 只 有 3 种 方法 .两 步 依次 完成 , 弓 成 两 位 数 这 
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一 事件 即 已 党 成 , 故 月 胰 法 原理 可 知 , 共 能 得 到 4x3= 12 个 不 同 的 
日 数字 无 重复 的 两 位 数 . 

(2) 第 一 步 从 这 四 个 数字 里 任 选 一 个 为 十 位 数字 ,有 4 种 方 
法 ;因为 数字 多 许 重复 使 用 ,第 二 步 可 以 再 站 原来 的 四 个 数字 里 任 选 
一 个 为 个 位 数字 ,所 以 仍 有 4 种 方法 .于 是 由 乘法 原理 可 知 , 共 能 得 
到 4x4=16 个 不 同 的 日 数字 允许 有 重复 的 两 位 数 。 

从 上 面 几 个 例子 中 .我 们 可 以 体会 到 , 处理 问 题 时 何 时 用 加 法 原 
理 , 何 时 用 乘法 原理 ,这 是 由 问题 的 性 质 和 要 求 所 确定 的 ,一 般 地 说 ， 
如 果 一 事件 的 完成 有 所 类 不 同 的 方法 ,这 些 方法 彼此 间 的 关系 是 独 
立 的 , 且 和 任 选 一 种 方法 都 能 达到 完成 索 件 的 虽 的 , 则 完成 该 事件 的 方 
法 总 数 即 媳 每 一 类 方法 数 的 利 , 用 加 法 

如 果 一 事件 的 完成 ,必须 分 几 个 步骤 ,每 个 步骤 可 以 此 不 同 的 太 
法 , 且 每 个 步 双 间 的 方法 是 交错 串联 的 , 闭 一 个 步骤 中 的 任 -- 种 方法 
部 与 下 一 个 步骤 中 所 有 的 方法 相连 接 , 依 次 连续 完成 全 部 的 步骤 , 才 
能 达到 完成 该 事件 的 虽 前 , 册 完 成 这 事件 的 方法 总 数 吕 为 每 一 步 方 
法 数 的 积 ,用 乘法 . 

我 们 再 举 一 例 . 

例 2.1.6 求 比 10 000 小 的 正 整数 中 ,不 含有 数字 5 的 数 的 个 


数 . 

解 ”为 记 论 方便 起 见 , 我 们 可 将 每 一 个 小 于 10 000 的 正 整数 叭 
一 地 表示 成 一 个 形式 上 的 “四 位 数 ”例如 :1=0001,13=0013， 
215=0 215 等 等 . 

于 是 每 一 个 不 含 数字 5 的 “四 位 数 " 均 可 经 四 步 而 得 到 :第 一 步 
确定 最 高 位 数字 , 它 有 9 种 可 能 (不 能 取 数 字 5) ;依次 下 去 每 一 步 均 
有 9 种 可 能 , 故 由 乘法 原理, 共有 : 

9x9x9x9=6 561 个 数 ,但 其 中 0 000 不 是 正 整数 , 故 共 有 
6 561 一 1=6 560 个 不 含 数字 5 县 小 于 10 000 的 正 整 数 . 


$2.2 排列 


一 、 相 异 元 素 不 许 重复 的 排列 

定义 2.2.1 从 m 个 元 素 里 每 次 取出 ?个 元 素 . 按 照 一 定 上 顺序 
排 成 一 列 ,叫做 从 m 个 元 素 里 每 次 取出 个 元 素 的 排 丸 . 

这 里 ,要 求 给 出 的 m 个 元 素 是 相 异 的 ,不 驳 许 有 相国 的 元 素 : 取 
出 的 ”个 元 素 也 是 扯 异 的 , 即 不 允许 重复 使 用 元 素 . 因此 有 : 
1 短裤 天 ,m, 表 示 元 素 的 个 数 , 沟 为 下 整数 . 囊 当 加 > 时 , 叫 
做 选 排列 , 当 mm =n 时 ,叫做 全 排列 . 

只 有 当 元 素 完全 相同 , 且 每 个 元 素 排列 的 位 置 也 完全 相同 时 , 才 
是 问 一 种 排列 .例如 ,12.34 是 两 种 不 同 的 排列 ;12,13 也 是 两 种 不 同 
的 排列 ;12,21 还 是 药 种 不 同 的 排列 ;而 12,12 才 是 加 一 种 排列 ， 

人 共产 个 元 素 昌 每 次 取出 = 个 元 素 的 所 有 排列 种 数 , 简 称 为 排 死 
数 , 沁 为 如 或 Pim ,nw). mu 个 元 素 的 全 排列 种 数 ,简称 为 全 排列 
数 , 记 为 P,. 

从 m 个 元 素 里 ,任意 取出 nm 个 元 素 , 把 这 = 个 元 素 所 排列 的 位 
置 分 为 第 一 个 位 置 , 第 二 个 位 置 ,，… ,第 = 个 位 置 . 则 第 -个 位 置 可 
从 这 m 个 元 素 里 任意 取出 一 个 来 放置 ,有 mm 种 方法 ;第 二 个 位 置 可 
在 剩 下 的 m -1 个 元 素 里 任 选 一 个 来 放置 ,有 m -工种 方法 ;… 依 次 
下 去 ,直到 最 后 一 个 位 置 , 即 第 ”个 位 置 ,只 能 在 剩 下 的 m -{z 一 1) 
个 元 素 里 任 选 一 个 来 放置 ,有 mm - (x -1) 种 方法 . 故 由 羡 法 原理 , 共 
有 


到 (一 1 各 玫 一 2)…(m 一 n +1) 种 方法 . 故 
A% = mim 1 mt). 
在 上 式 中 , 令 nn =m., 则 得 
Pa=m(m-—1)(m—2)3"21=m! 
例 2.2.1 5 台 不 同 牌 号 的 拖拉 机 ,选调 其 中 的 3 台 分 别 支 援 三 
个 生产 基地 , 语 有 几 种 不 同 的 分 本 方式? 
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解 此 题 可 册 结 为 从 5 个 元 素 里 选取 3 个 元 素 的 排列 向 题 , 故 

所 求 不 同 的 分 配方 式 共 有 
A=5x4x3=60 种 . 

例 2.2.2 一 条 铁路 线 上 共有 10 个 车 站 , 间 需 准备 多 少 种 不 同 
的 车 票 ? 

解 显然 . 任 一 车 站 到 其 他 9 个 车 站 都 有 车 票 ,所 以 共有 
i0x9= 90 种 不 同 的 车 票 , 这 种 解法 简单 明了 .但 是 由 于 这 类 问题 在 
排列 的 应用 问题 里 ,具有 其 代表 性 ,故我 们 考虑 如 何 把 它 结 为 淹 列 
问题 来 求解 . 

题 中 只 提供 了 一 个 数据 10, 但 这 个 数 是 相当 于 定义 中 的 x 呢 ? 
还 是 n 呢 ? 为 此 ,我 们 可 作 如 下 考 虚 :因为 车 票 只 关联 到 起 点 站 与 
终点 站 ,而 与 途中 经 过 多 少 个 站 无 关 , 旦 10 个 站 中 任何 两 个 车 站 之 
闻 孝 有 “来 "“ 和 "两 科 不 同 的 车 票 , 表 明 与 顺序 有 关 . 故 可 将 其 疯 为 
从 10 个 元 素 里 每 次 取出 2 个 元 素 的 排列 , 即 m=10,x =2, 旦 得 如 
下 解法 ,不 同 的 车 票 共存 4 和 = 10 x9= 90 种 ， 

例 2.2.3 从 0,1,2,3,4,5,6 这 7 个 数字 里 ,每 次 取出 4 个 来 排 
列 . 则 

(1) 有 多 少 种 没有 重复 数字 的 排列 ? 

(2) 有 多 少 个 没有 重复 数字 的 四 位 数 ? 

解 (1) 这 是 从 7 个 元 素 里 每 次 取出 4 个 元 素 的 排列 问题 , 故 
共有 :Ai=7Xx6x5Xx4=840 砷 . 

{2) 因为 数 0 在 千 位 上 的 排列 不 是 四 位 数 .而 0 在 干 位 上 
的 排列 种 数 ,等 于 从 0 以 外 的 6 个 数字 里 每 次 取出 3 个 数字 排列 的 
种 数 , 故 没有 重复 数字 的 四 位 数 有 A4 一 A8=840 一 120=720 个 . 

例 2.2.4 按 次 序 给 定 两 类 元 素 ,其 中 a 类 元 素 为 : 申 . 乙 、. 阿 、 
丁 戌 . 己 、 庚 ,六 、 壬 、 癸 ;5 类 元 素 为 : 子 、 于 、 寅 . 卯 . 辰 . 已 . 午 . 未 、 
申 . 酉 ,成 , 诡 , 现 从 a 类 元 素 里 选 柯 数位 置 的 任 一 个 排 在 本位 ;2 类 
元 素 里 选 奇效 位 置 的 任 一 个 排 在 未 位 .又 从 a 类 里 选 偶数 位 的 任 一 
个 排 在 首位 , 类 里 选 偶数 位 的 任 一 个 菲 在 未 位 . 问 这 样 两 个 元 素 芍 
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排列 共有 多 少 种 ? 

解 ” 选 奇数 位 的 排列 :a 类 由 甲 丙 .成 . 康 . 工 5 个 元 素 里 任 选 
一 个 排 在 首位 有 个 种 ;b 类 由 子 、 寅 , 辰 , 午 、 申 成 6 个 元 素 里 任 取 
一 个 排 在 末 位 有 从 种 .从 而 由 乘法 原理 知 , 选 奇 数位 的 排 询 共有 
Ai AI=30 种 . 

局 理 选 偶数 位 的 排列 也 有 AJ"AL=30 种 . 

又 因为 选 奇数 位 的 排列 与 选 偶数 位 的 排列 各 不 相同 , 故 由 加 法 
原理 知 ,不 同 的 排列 共有 Ai At +Ai' As=30+30=60 种 . 

我 国 古 代 历 书 把 a 类 的 10 个 元 素 ,叫做 天 干 ,而 把 b 类 的 12 个 
元 素 叫做 地 支 .同时 以 上 述 排列 方法 用 以 纪年 ,顺序 是 一 个 天 干 ,一 
个 地 支 ,依次 配合 下 去 , 即 : 甲 子 . 乙 丑 \ 摧 裤 、…'` 刁 酉 ; 甲 成 . 乙 亥 、 
…. 经 过 60 年 恰好 一 个 轮换 , 表 从 头 开始 . 一些 重大 的 历史 事件 , 常 
以 这 种 记 年 来 记载 .例如 :甲午 战争 ,成 成 变法 , 庚 子 赔款 , 辛 丑 条 约 ， 
辛亥 革 命 等 等 . 现在 仍 沿用 这 种 记 年 表述 年 龄 ,例如 将 12 地 支配 合 
鼠 . 牛 . 虎 . 免 . 龙 蛇 、 马 . 羊 . 猴 , 鸡 . 狗 、 猪 等 12 个 生肖 ,同一 个 生肖 
的 人 的 年 龄 总 是 相差 12 的 整数 倍 . 

例 2.2.5 用 0,1,2,3,4,5 这 6 个 数字 能 组 成 多 少 个 没有 重复 
数字 的 六 位 奇数 ? 

解 末 位 有 3 种 取 法 ( 即 1,3,5 中 的 任 一 个 ) ,而 首位 有 4 种 取 
法 (去 掉 末 位 上 已 排 定 的 那个 奇数 和 数字 0) , 从 而 中 间 的 四 个 数 有 
Ps 种 排 法 ( 除 大 首 末 已 排 定 的 两 个 数字 ). 因 此 由 乘法 原理 知 , 共 能 
组 成 4xP4x3=4x24x3=288 个 没有 重复 数字 的 六 位 奇数 . 

例 2.2.6 有 三 面 不 同 颜色 的 旗子 , 取 一 面 或 多 面 排 成 一 纵 列 
表示 一 种 信 导 , 问 共 可 以 表示 纪 种 不 同 的 信号 ? 

解 ”因为 上 下 顺序 不 同时 ,表示 不 同 的 信号 , 故 是 一 个 排列 问 
题 ,而 取 一 面 或 多 面 都 能 各 自 独 立地 完成 表达 信号 这 一 事件 .所 以 ， 
根据 加 法 原理 ,不 同 的 信和 号 种 数 为 : 

A4+ AS+AS=3+6+6=15. 


二 、 相 异 元 素 允许 重复 的 排列 

定义 2.2.2 从 m 个 相 异 元 素 里 ,每 次 取出 允许 重复 使 用 的 
个 元 素 , 校 照 一 定 的 顺产 排 成 一 列 ,叫做 m 个 相 异 元 素 人 允许 重复 的 
于 元 排列 ,简称 为 重复 排列 . 

现实 生活 中 ,到 处 可 驶 到 重复 排列 的 运用 ,例如 :自行 车 的 牌 淖 
号 码 , 汽 车 的 牌照 号 码 , 用 户 的 电话 号 码 ,通用 的 电报 号 名 等 等 . 

重复 排列 的 方法 ,与 不 重复 排列 的 方法 是 类 似 的 ,可 以 依次 更 换 
元 素 而 得 到 所 有 的 排列 ,只 是 多 了 元 素 重复 取 用 的 情况 ,我们 可 以 根 
据 重复 排列 的 方法 , 求 出 计算 重复 排列 数 的 公式 、 

例如 ,从 ac 二 个 相 异 元 素 里 ,每 次 取出 两 个 元 素 的 重复 排 
绚 , 可 由 下 曾 的 方法 计算 其 排列 种 数 : 排 在 首位 的 ,可 以 是 a .6c 中 
的 任 一 个 ,有 三 各 方法; 因为 元 素 允 许 重复 使 用 ,所 以 排 在 第 二 位 (也 
就 是 末 位 的 ) , 仍 可 以 是 < .6 .c ,还 是 有 三 种 方法 . 故 由 乘法 厌 理 , 排 
列 种 数 是 ;3x3=9. 

一 般 怨 说 ,m 个 桓 异 元 素 允许 重复 的 元 排列 , 把 取出 的 ”个 
元 素 分 别 排 在 * 个 位 置 上 ,因为 元 素 允 许 重复 使 用 , 故 每 个 位 置 上 
的 元 素 都 有 mw 种 方法 , 故 由 乘法 原理 ,排列 种 数 是 m* . 需要 说 明 的 
是 在 元 素 不 重复 的 排列 里 有 m 之 n 的 条 件 限 制 ,而 在 元 素 允 许 重复 
的 排列 里 ,m 与 4 之 冯 的 关系 则 无 任何 限制 - 

利用 复合 集 的 概念 .我们 还 可 将 上 面 的 结论 叙述 为 : 

定理 2.2.1 设 S 为 具有 mm 个 不 同 元 素 , 且 每 个 元 素 的 重复 数 
都 是 无 穷 的 一 个 复合 集 , 则 从 S 中 任职 个 元 素 的 排列 种 数 为 m1*. 

例 2.2.7 无 线 电 通讯 中 ,有 “… 与 “- "两 种 不 同 的 信号 .用 4 
个 信号 代表 一 个 数字 , 问 共 可 以 表示 多 少 个 不 同 的 数字 ? 

解 ” 从 两 种 不 同 的 信号 中 取 用 4 个 ,显然 是 允许 重复 的 排列 . 藻 
用 记号 ct 表示 "，… ,az 表示 “- ”, 则 此 问题 可 视 为 从 复合 集 
S= icoval,co'e2: 中 任 取 4 个 元 素 的 排列 数 , 故 由 定理 2.2.1 知 ， 
共 可 以 表示 24*= 16 个 森 同 数字 

例 2.2.8 递 用 电报 号码 中 ,用 4 个 数字 代表 一 个 汉字 , 问 共 可 
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表示 多 少 个 不 同 的 汉字 ? 

解 问题 可 看 作 是 从 复合 集 ;5 = 1 210,30:1,%12,… ,0:91 
中 每 次 取出 4 个 元 素 的 排列 数 , 故 由 定理 2.2.1 知 , 具 可 表示 
104=10 000 个 不 隔 的 汉字 . 

例 2.2.9 不 超过 四 位 的 三 进 制 数 有 多 少 个 ? 

解 ”问题 就 是 求 复 合集 S = foo'0,co1,ce.2i 中 每 次 取出 4 个 
元 素 的 排列 数 , 它 等 于 3#=81 个 . 

例 2.2.10 把 3 封 信 投 入 4 个 信箱 , 问 共有 多 少 种 不 同 的 投 信 
方法 ? 

解 这 个 问题 可 换 一 种 提 法 : 设 有 a1,42,43.a44 个 不 同 的 信 
箱 , 且 每 一 个 信箱 里 均 有 "无 穷 " 封 信 ( 事 实 上 只 要 认为 每 个 信箱 里 放 
有 足够 多 ,如 在 本 例 中 需 多 于 或 等 于 3 封 即 可 ) , 问 从 这 4 个 信箱 中 
任 到 3 封 信 共有 多 少 种 不 同 的 取 法 ? 于 是 问题 可 表 为 求 复 合集 : 
S= }jcovalyco'azyoo'aicoaii 中 每 次 取出 4 个 元 素 的 排列 数 , 它 
等 于 忆 = 押 -. 故 本题 中 共有 64 种 不 同 的 投 信 方法 . 

本 例 中 的 问题 极 具 代 表 性 ,例如 :4 个 人 住 6 个 房间 , 问 有 多 少 
种 不 同 的 住 法 ? 又 如 将 $ 个 球 放 人 8 个 筷子 ,加 有 多 少 种 不 同 的 放 
法 ? 等 等 都 可 以 用 同样 的 方法 求解 ， 

这 里 ,特别 要 强调 的 是 要 分 清 题目 中 的 x 与 z, 即 复合 集中 不 
同 元 素 的 个 数 m =?, 以 及 选取 的 元 素 个 数 x =?. 如 例 2.2.10 中 ， 
mm =4,n =3, 若 将 这 两 个 数字 弄 温 , 则 村 得 例 2.2.10 的 答案 为 3 = 
81 个 ,但 这 显然 是 错误 的 ,事实 上 ,对 每 一 封 信 来 说 ,都 有 4 种 投放 
方法 , 故 对 于 3 封 信 共 有 和 = 64 种 投放 方法 . 但 对 于 每 一 个 信箱 来 
说 ,其 放 人 信 的 方法 是 很 复杂 的 , 且 前 面 信箱 的 放 信 方法 还 要 影响 到 
后 面 信箱 的 放 人 方法 . 这 一 点 ,希望 读者 在 作 题 时 一 定 要 细心 体会 . 

例 2.2.11 问 由 1,2,3,4,5 这 五 个 数字 能 组 成 多 少 个 大 于 
23 400 的 五 位 数 ? 

(1) 数字 不 允许 重复 ; 

(2) ”数字 允许 重复 使 用 . 
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般 (1) 因为 要 求 五 位 数 大 于 23 400, 故 可 分 为 如 下 几 种 情 


(e) 3,4,5 分 别 在 万 位 ,各 有 4! =24 个 ; 

(6) 2 在 万 位 .4,5 分 别 在 于 位 ,各 有 3! =6 个 ; 

(ce) 2 在 万 位 ,3 在 千 位 ,4,5 分 别 在 百 位 ,各 有 21 =2 个 ; 

具 而 符合 条 件 的 五 位 数 共有 : 

24x3+6x2+2x2= 了 2 +12+4=88 个 ， 

(2) 因为 数字 允许 重复 使 用 , 且 要 求 五 位 数 大 于 23 400, 帮 也 
可 分 闫 如 下 几 种 情况 : 

(4) 3,4,5 分 别 在 万 位 ,各 有 5:=625 个 ; 

《5) 2 在 万 位 ,4,5 分 别 在 千 位 ,各 有 53=125 个 ; 

(ce) 2 在 万 位 ,3 在 千 位 ,4,5 分 别 在 百 位 ,各 有 及 =25 个 ; 

从 而 符合 条 件 的 五 位 数 共有 

625 x3+125x2+25x2=2175 个 . 
圆周 排列 {循环 排列 } 

我 们 前 而 所 讲 的 排列 为 线性 排列 .下 面 给 出 定义 . 

定义 2.2.3 在 六 个 相 异 元 素 中 ,每 次 取 n 个 元 素 (这 个 元 
素 也 要 求 不 能 有 重复 ) 排 在 一 个 圆 局 上 ,叫做 一 个 圆 局 排列 ， 

定理 2.2.2 在 zm 个 相 异 元 素 中 ,每 次 取 ”个 不 同 元 索 的 圆周 


排列 种 数 为 全， 
证 明 设 所 求 的 圆周 排列 种 数 为 > . 则 对 每 一 个 取 定 的 加 局 排 
列 ,分 别 以 其 中 每 一 个 元 素 为 第 一 个 元 案 ,依次 逆 时 针 旋 转 到 最 后 一 
个 元 索 , 则 可 得 到 n 个 不 同 的 线性 排列 , 且 不 同 的 回 周 拱 列 所 得 到 
的 线性 排列 也 一 定 彼此 不 同 , 克 应 有 zn <A&; 
一 另外 ,显然 每 一 个 a 元 的 不 重复 的 线 件 排列 ,都 可 由 相应 的 一 
个 国 周 排 列 而 得 到 , 故 亦 应 有 zn >>As 
这 样 即 得 到 了 x= 全 


rn 
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例 2.2.12 假定 10 个 孩子 排 成 一 网 按 逆 时 针 方 向 行走 , 癌 有 多 
少 种 不 同 的 方法 使 他 们 形成 一 个 圆 图 ? 

解 由 于 孩 子 们 在 运动 ,重要 的 是 他 们 相互 问 的 位 置 关系 ,而 下 
在 于 某 -瞬间 他 们 的 绝对 位 次 , 故 这 是 一 个 圆周 排列 问题 ,这 里 
mm =n = 10, 故 所 求 排列 方法 为 ] 外 一 94 种 . 

例 2.2.13 8 人 转 一 圆 捍 开会 ,其 中 正 、 测 组 长 各 1 人 ,记录 1 


人 

(1) 车 正剧 组 长 相 邹 而 学, 有 多少 种 坐 法 ? 

(2) 车 记 录 和 人 学 于 正副 组 长 中 间 , 有 多 少 种 坐 法 ? 

解 (1) 正副 组 长 相 邻 而 从 ,可 将 此 2 人 当 作 1 人 来 看 , 即 看 
作 7 人 围 从 一 圆桌 的 问题 ,有 全 = 6! =720 种 华 法 . 又 因为 正副 组 
长 2 人 可 以 易 位 ,有 21 =2 种 坐 法 . 故 所 求 坐 法 为 ， 

61 X21 =720x2 = 1440 种 . 

(2) 若 记录 者 从 在 正副 组 长 中 辣 ,可 将 此 3 人 当 作 1 人 看 , 即 
看 作 6 人 转 坐 -圆桌 ,共有 全 = 5! =120 种 从 法 .又 因为 止 副 组 长 2 
人 可 以 易 位 ,有 21 =2 种 从 法 . 故 所 求 坐 法 为: 

51 x2! =120x2=240 种 ， 

例 2.2.14 4 男 4 女 围 成 一 图 ,男女 相间 排列 , 问 有 多 少 种 排 
法 ? 

解 如 果 先 排 4 个 男 的 , 它 的 排列 数 为 皇 =3! =6 种 .再 将 4 
个 女 的 插 人 其 间 ,这 时 圆圈 上 有 4 个 不 同 的 位 置 ,其 排列 数 为 41, 册 
乘法 原理 ,所 求 的 排 法 总 数 为: 

31 x4! =6x24=144 种 . 
例 2.2.15 由 20 颗 不 同 颜色 的 珍珠 可 以 申 成 多 少 种 不 同 的 项 


链 ? 

解 ” 因 为 项 链 不 仅 可 以 旋转 ,而 且 也 可 以 翻转 过 来 而 没有 质 的 

改变 , 即 两 个 不 同 的 圆周 排列 可 以 认为 是 同一 条 项 链 , 从 而 共 可 趾 成 
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上 

狗 -2= = 时 种 不 同 的 项 链 . 

例 2.2.16 商品 展览 ,有 用 6 颗 不 同 颜色 的 钻 珠 穿 成 的 于 锣 ， 
若 

(1) 展品 概 内 屯 有 钴 珠 所 有 不 同 排 法 的 手镯 齐全 , 问 至 少 应 准 
各 多 少 个 手 锅 ? 

(2》 如 果 要 选 购 包括 角 珠 所 有 不 同 排 法 的 手 鲁 , 问 至 少 要 购买 
多 少 个 手 钢 ? 

解 (1] 展览 草 放 在 玻璃 名 窗 内 ,不 能 翻动 , 放 这 是 个 加 所 
排列 问题 ,所 以 至 少 要 : 


站 二 3 = 120. 


《2) 商品 从 枉 窗 内 取出 后 ,可 以 任意 翻动 ,无 需 考虑 顺 .这 
时 针 的 方向 ,所 以 至 少 要 ; 
名 2=51 +2=60. 


例 2.2.17 教师 两 人 .学 生 5 人 , 师 生 8 人 围 桌 而 坐 ,在 下 面 儿 
种 不 同 的 约束 条 件 下 ,可 有 几 种 不 同 的 坐 法 - 

(1) 不 附 任何 其 他 的 条 件 ; 

(2) 两 位 教师 必须 在 相 邻 的 位 置 ; 

3) 两 位 教师 不 在 相 邻 的 位 置 ; 

(4) 学生 甲 在 两 位 教师 之 间 . 

解 (1) 这 是 8 个 元 素 的 圆 局 排列 癌 题 , 放 不 同 的 坐 法 有 : 


(2) 相当 于 7 个 相 异 元 素 的 隔 周 摸 列 ,但 教师 两 人 可 以 询 
换 位 置 , 故 不 同 的 集 法 有 :中 x21 =61 x21 =1440 种 . 


(3) ”此 问题 恰 为 前 面 两 题 折 得 坐 法 数 之 其, 故 不 同 的 坐 法 
有 :7! -6!1 x2! =5040 一 1440=3 600 种 . 
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(4) 相当 于 6 个 相 异 元 素 的 圆周 排列 , 且 丙 位 教师 可 调换 
位 置 , 故 不 同 的 坐 法 有 :外 x21 =51 x21 =120x2=240 种 . 


$2.3 组 合 


一 、 相 异 元 素 不 许 重复 的 组 合 

定义 2.3.1 从 m 个 元 素 里 每 次 取出 n 个 元 素 ,不 管 怎样 的 硕 
序 并 成 一 组 ,叫做 从 m 个 元 素 里 每 次 取出 x 个 元 素 的 组 合 . 

这 里 要 求 给 出 的 mn 个 元 素 是 相 异 的 ,取出 的 ”个 元 素 也 是 相 
异 的 , 且 1 委 2 魏 六 ， 

只 要 所 取 的 2 个 元 素 完 全 相同 ,不 论 这 *” 个 元 素 是 怎样 的 一 个 
排列 顺序 ,它们 的 是 一 种 相同 的 组 合 . 例 如 ,12,43, 是 西 种 不 同 的 组 
合 ;12,13, 也 是 两 种 不 同 的 组 合 ;但 12,21 就 是 两 种 相同 的 组 合 . 

从 zr 无 素 里 每 次 取出 2= 个 元 素 的 所 有 组 合 种 数 ,简称 为 纠 合 
数 , 用 符号 C4 来 表示 .也 可 记 作 CCm ,), 或 (”】- 

从 加 个 元 素 里 ,每 次 取出 ， 个 元 素 的 所 有 组 合 ,如 果 已 经 写 
出 , 则 将 每 一 种 组 合 中 的 个 元 素 , 尽 一 切 可 能 有 的 顺序 再 排列 ,可 
得 到 P, 种 排列 .因为 所 有 的 组 合 有 Cs 种 ,所 以 转化 成 所 有 的 排列 
有 ?PCx 种 .但 是 ,所 有 的 排列 (从 mm 个 元 素 中 任 取 x 个 元 素 的 排 
列 ) 又 应 该 是 A 种 ,因此 得 到 PC% =As. 即 
Ca ME mm Dn nt ml 

™ PP, nl nl(m ~ nt 
上 式 即 为 计算 从 sx 个 元 素 里 每 次 取出 n 个 元 素 的 组 合 数 的 公式 ,其 
形式 上 是 -… 个 分 式 . 但 实质 十 它 表 示 一 个 整数 .从 而 由 这 个 公式 还 可 
得 出 整数 的 这 样 一 个 性 质 :任意 ” 个 连续 整数 的 乘积 必 避 被 z! 整 
除 . 


例 2.3.1 期 末 考 试 的 试卷 上 共有 7 个 题目 ,要 求 任 选 4 题 进 
行 解答 , 问 有 多 少 种 不 同 的 选 题 方法 ? 
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解 、 显 然 这 是 一 个 与 顺序 无 关 的 同 题 , 故 共有 C4= 1 =35 
种 选 题 方 法 . 

例 2.3.2 要 从 12 个 题目 里 的 最 前 而 5 个 题 坚 任 选 3 题 ,再 从 接 
下 去 的 4 个 题 电 里 任 选 2 题 ,最 后 的 3 个 题 中 任 选 一 题 , 问 共 有 多 少 
种 不 同 的 选 匡 方法 ? 

解 有 GCC= 180 种 选 题 方法 . 

例 2.3.3 从 0.1.3、7.13,29 这 6 个 数字 里 :(1) 每 次 取出 3 
个 数 由 如 ,有 几 个 不 同 的 和 ? (2) 每 次 取出 3 个 数 相 怀 ,有 几 个 不 
同 的 积 ? 

解 (1) 显然 是 组 合 问 题 ,因为 和 与 血 数 的 次 序 无 关 . 且 易 知 
不 会 有 3 个 数 不 完 全 相同 但 其 和 却 相 同 的 情况 发 生 , 故 共有 C=20 
个 不 同 的 和 . 

《2) 因为 积 与 乘 数 的 次 序 无 关 , 故 也 是 组 合 问 题 . 且 1.3、 
7、13 ,29 这 5 个 数 中 到 任意 3 个 杠 乘 .都 是 不 同 的 积 :但 0 乘 以 任何 
数 都 为 0, 故 含有 乘 至 0 的 积 只 能 算 一 种 积 ,从 而 不 同 的 积 有 C3 一 1 
=1L 个 - 

例 2.3.4 教室 里 有 5 个 电灯 , 门 开 灯 照明 有 几 种 不 同 的 方法 ? 

解 ” 央 为 开 灯 赂 明 , 只 与 开 灯 的 多 少 有 关 , 而 与 开 灯 的 先后 顺序 
无关 , 故 这 是 一 个 组 合 问题 . 而 对 于 &(& =1,2,3,4,5) 个 灯 恰 有 [ 叶 
种 方法 ,从 而 艰 据 胃 靶 原理 ,不 同 的 开 好 方法 有 如 +CS + C3+ C+ 
(=31 惠 . 

另 解 ”我们 从 < 个 电灯 每 次 开 上 个 , 开 2 个 ,…, 或 开 5 个 这 一 
事件 视 为 分 5 个 步骤 依次 连续 完成 的 . 即 从 第 一 个 好 开始 ,每 一 个 灯 
都 有 “打开 "或 “不 开 " 的 两 种 情 况 , 根据 乘法 原理 ,5 个 灯 就 有 
2x2x2x2x2=25 种 情况 发 生 . 但 既是 照明 , 则 至 少 应 有 一 个 灯 打 
开 ,因此 一 个 灯 都 不 开 的 情况 应 予 排除 , 故 不 同 的 开 灯 方法 共有 
25-1=31 种 、 

比较 上 面 两 种 解法 ,应 有 
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CtC+C+tC+t0 = 2 1. 

一 般 地 说 ,从 m 个 要 异 元 素 里 ,每 次 取出 1 个 ,2 个 ,…,rm 个 的 

所 有 组 合 数 的 总 和 为 
Ch tO% tt OE =2" —1. 

例 2.3.5 有 12 张 币值 1 分 .2 分 .5 分 ,1 角 ,2 角 .5 角 \1 元 .2 
元 .5 元 ,40 元 .50 元 .100 元 的 人 民 币 各 一 张 , 问 能 组 成 多 少 种 不 同 
的 币值 ? 

解 注意 到 既 可 取 一- 张 ,又 可 取 多 张 ,是 在 取 多 张 时 , 先 取 或 后 
取 某 一 张 ,不 影响 这 几 张 的 总 币值 .又 因为 任 一 张 币 值 都 大 竺 所 有 小 
于 它 的 币值 的 和 , 故 共 能 组 成 

Ch+Ch+Ch+t +CB = 22—1=4095 
种 不 同 的 币值 . 

因为 最 小 的 币值 是 { 分 ,最 大 的 币值 是 12 张 币值 的 和 , 妇 
16 888 分 ,由 4095< 16 888 知 由 1 分 到 16 888 分 中 间 有 许多 币值 不 
能 由 这 12 张 纸币 组 成 ， 

例 2.3.6 有 10 个 砧 码 , 重 量 分 别 为 1 克 .2 克 \22 光 、… 2 克 ， 
问 能 称 出 多 少 种 整 克 重 的 重量 ? 

解 ”因为 任 一 个 夸 码 的 重量 都 大 于 所 有 小 于 它 的 夸 码 的 重量 之 
和 . 故 能 够 称 出 的 的 种 数 为 : 

Clot Clo + + C1 = 2% -1 = 1023. 
为 给 出 的 十 个 夸 码 的 全 部 重量 之 和 为 
f+2+2+ +29 = 1023{( 克 ) 

而 现在 又 能 称 出 1 023 种 不 同 的 重量 , 故 这 10 个 侨 码 可 以 称 出 
从 1 起 连续 到 1 023 的 所 有 整数 克 的 重量 . 

二 ,组合 数 C2 的 性 质 

性 质 1 Cs=C2 ” 


证 明 人 


到 一 
Tana) fm -tm nl 


ml 、 
CR 


mn)l nl 
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性 质 1 可 以 徐 如 下 解释 :从 m 个 元 素 里 每 次 取出 = 个 匹 素 , 辣 
时 就 列 下 m - 半 个 元 素 , 每 次 取 的 元 素 既 不 相同 , 则 每 次 剩 秀 元 索 
也 不 相同 ,从 而 有 多 少 科 取 法 ,就 有 多 少 种 剩 法 ,就 元 素面 言 ,不 过 是 
将 mr 个 元 素 分 成 两 组 ,- "组 是 nn 个 元 素 , 另 一 绎 是 m 一 个 元 素 渣 
已 . 基 此 从 m 个 元 素 里 每 次 取出 个 元 素 的 组 合 种 数 ,等 于 从 mm 个 
元 素 里 每 次 取 邮 m 一 ?2 个 元 素 的 组 合 种 数 , 即 C= C3". 

性 质 2 CI+C = 1 


1 ml +m! 
证 明 Ch OTD Gn RD tm nl 
mm! on 上 型 1 mntl)_ 
好 上 Cm nt nl Cm -nt+t)! 
ml 【2 +( 到 一 天 二 1 (m+1)1 


al mr nj ar Tmrl nj + 

E 质 2 也 可 解释 为 :从 m +1 个 元 素 里 ,每 次 到 出 2 个 元 素 的 
所 有 组 合 ,可 以 分 为 两 类 ,一 类 含有 某 个 特定 的 元 素 ,其 组 合 数 是 
Cx3; 另 一 类 是 不 含有 这 个 特定 的 元 素 , 其 组 合 数 是 C3. 旺 然 ,这 两 
类 组 合 数 的 和 等 于 这 六 二 1 个 元 素 中 每 次 取出 x 个 元 素 的 组 合 数 
[A 

性 质 3 对 于 取 定 的 m 值 ,在 m+1 个 组 合 数 C ,Ch ,C5 ,…， 
Ce-1.C3 中 ,满足 

(1) 着 mm 为 奇数 , 则 CE CS 为 最 大 值 , 且 

CLC ELON 0, 


mt+3 


CC > > Cn I>C%, 
(2) 着 m 为 偶数 , 则 CC 为 最 大 值 , 且 
(<CR< <C， 

CC 1> CR > . 


所 以 .当时 Cs < CN 


当 tl = Cs 

当 ll 时 ,Cs > Cw 
# > 4% < 0, 

即 dC (2.3.1) 
n> CS 


=C 而 当 mm 为 偶 


数 时 ,只 有 一 个 最 大 值 . C 叶 ,关于 性 质 3 中 所 给 出 的 几 个 不 等 式 ,由 
(2.3. 了 DD 式 立 即 可 以 得 到 证 明 . 
例 2.3.7 .x 是 什么 数 时 ,Ch 最 大 , 求 出 这 个 最 大 值 . 


解 因为 14 是 偶数 ,所 以 > = 且 -7 时 ， CE 的 值 最 大 ,HL CH = 


14! 


入 于 =3 432， 

例 2.3.8 xz 站 什么 数 时 ， CR - 这 个 最 大 值 . 

解 因为 11 是 奇数 ,所 以 += 二 二 =5 与 -二 1=6 时 ， 
Ch 均 为 最 大 值 . 且 这 个 最 大 值 是 Ci = a 

三 、 相 蜡 元 素 允 许 重复 的 组 合 


定义 2.3.2 从 m 个 相 异 元 素 里 ,每 次 取出 允许 重复 使 用 的 
个 元 素 ,不 管 怎 样 顺序 并 成 一 组 ,叫做 mx 个 相 异 元 素 允许 重复 的 
元 组 合 , 征 称 为 重复 组 合 . 
为 区 别 起 见 , 称 前 面 所 介绍 的 组 人 为 不 重复 组 合 , 显然 在 不 重复 
组 合 中 受 条 件 mw 之 n 的 限 肯 ,在 重复 组 合 里 已 没有 必要 了 、 
.29 


mn 个 相 异 元 素 允 许 重 复 的 x 元 

为 了 求 出 计算 Hs 的 一 般 公式 ,我 们 先 来 看 两 个 简单 的 例子 . 

例 2.3.9 ”从 a1,a2 两 个 元 素 里 ,每 次 取出 3 个 元 素 的 重复 弓 
合 ,有 下 列 4 种 :ataieliulaiaziadia2a2;924262， 

这 是 依 下 标 从 小 到 大 前 炭 序 , 且 后 面 元 素 的 下 标 大 于 或 等 于 前 
面 元 素 的 下 标 写 出 的 . 若 将 依次 3 个 元 素 的 下 标 分 别 加 上 D,1,2, 即 
成 为 ; 


和 复 组 合 数 ,通常 用 符号 Hs 来 


142035 1000 1 30 4 (20 3 4- 
显然 这 为 从 4 个 相 异 元 素 a1,a2,43,a4 中 ,每 次 取出 3 个 元 素 
不 允许 重复 的 所 有 组 合 ,这 表明 ] 防 = C=4. 
例 2.3.10 从 a1,42,a33 个 元 素 里 ,每 次 取出 2 个 元 素 的 重复 
组 合 , 有 下 列 6 种 :alalialiaziele3ya2a2ia2d35a343， 
同样 将 每 一 种 组 合 中 2 个 元 素 的 下 标 依次 加 上 0,1, 邯 成 为 : 
RRNA 3 4 3 4 
这 怡 为 从 a1,42,43,244 个 元 素 中 每 次 取 圭 2 个 元 素 不 允许 重 
复 的 所 有 组 合 . 故 有 18=C3=6. 
车 mw 个 元 a1,a2,…,am 的 所 有 n 元 重复 组 合 已 金 部 写 出 , 它 
们 分 别 是 ， 


QQ1G1 21215 
1Q191 一 2322 
1 (2.3.2) 
Am-1dmlm" dmdm 
mmam nnQm 
将 上 面 每 一 种 织 侣 的 ”个 元 素 的 下 标 依 次 加 上 
0,1.2,…,n 一 2,z ~1, 即 成 为 : 
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1Q253 Ce-tQmS 
CHG2G3 antan+ly 


CIQ2Q3 Gn -AQnt2s 


Rm -1mm 2" mtn 2m ns 
QAmdm+ldm+2 "dmte-2dmtn I- 
其 中 最 小 下 标 仍 是 1, 最 大 下 标 是 mw -xn ~ 上, 即 元 素 增加 了 
zn 一 1 个 . 
我 们 注意 到 (2.3. 2) 中 的 组 合 是 依 下 标 由 小 到 大 的 顺序 排列 的 ， 
且 所 有 的 组 合 部 是 从 第 一 种 组 合 :aljalal…alc1 起 由 本 位 回 淹 到 首 
位 ,依次 更 换 一 个 元 素 得 到 的 ,这 样 它 既 没有 踪 注 又 没有 重复 .从 而 
将 每 一 种 组 合 中 x 个 元 素 的 下 标 依 次 加 上 90,1,…,n 一 1 之后, 即 得 
到 了 m+ 一 1 个 相 异 元 素 的 a 元 不 重复 组 合 , 于 是 有 
Hs = CH-n-. 
这 就 是 计算 m 个 相 界 元 素 的 = 元 重复 组 合 数 的 公式 . 
例 2.3.11 求 (a +8)" 的 展开 式 中 有 多 少 项 . 
解 因为 展开 式 里 每 一 项 各 元 素 ( 即 a,5) 的 指数 和 等 于 ,所 
以 展开 式 起 关于 给 定 元 素 的 n 次 齐 次 多 项 式 .而 当 某 一 元 素 的 指数 
为 0 时 ,表示 这 个 元 素 未 取出; 当 某 一 元 素 的 指数 大 于 1 时 ,表示 这 
个 元 素 重复 使 用 ,而 与 元 素 排列 的 顺序 无 关 .这 样 ,未 Ka + 8)” 展开 
式 中 的 项 数 , 即 相当 于 求人 内 a .4 两 个 元 素 里 ,每 次 到 出 = 个 元 素 的 
重复 组 台数 ,从 而 为 
Hi 一 Cr 一 十 1 
例 2.3.12 (a + b+c)" 展开 式 中 的 项 数 为 


Hy = Ch = Cr = +2 
例 2.3.13 (aa+B+c+d)a 展开 式 中 的 项 数 为 


(nt)(n +2)(n +1) 
= 6 一 


HE = C4 = Gr3 
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8$2.4 二 项 式 定 理 


定理 2.4.1 设 ?= 为 任何 自然 数 , 则 有 
(a +8)" 一 Con + Car lh + + Oa" i++" = 
TCtar -pt, 
«= 
证 明 对 n 作 归 纳 法 即 可 得 证 . 
我 们 可 以 将 La + 5)" 展开 式 中 各 项 的 系数 列表 如 下 (> = 0,1， 
2 


(a + bY 


(a + bY 


5 10 10 31 
(atpb)eel 6 15 20 15 6 1 

类 伺 这 样 的 表 , 早 在 我 国 宋 朝 数学 家 杨 盘 所 著 的 《详解 九 章 算 
法 ) 一 书 中 就 已 经 出 现 了 . 书 中 指出 这 个 方法 出 于 贾 宪 (公元 11 世 
纪 , 宋 朝 数 学 家 ) 所 著 《 黄 帝 九 章 算 经 细 草 》, 破 洲 称 上 面 所 得 表 为 “ 帕 
斯 卡 三 角形 ”, 但 法 国 数学 家 帕斯卡 生活 的 年 代为 公元 17 世纪 ,总 然 
要 比 我 国 迟 500 年 左右 .故我 们 称 此 三 角 形 为 “ 杨 炊 三 角形 "或 “ 贾 完 
三 角形 "是 更 为 合理 的 . 

桥 流 还 特别 指出 , 表 里 除了 第 一 行 的 1 及 两 边 的 1 之 外 ,每 一 个 
数 都 等 于 它 户 上 两 个 数 之 和 ,事实 上 ,这 正 反 映 了 组 合 的 性 质 

CE = CE + CT, 
例 2.4.1 求 (a -5)* 的 展开 式 . 
解 (a 一 二 )* = 
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[a+(-6))"= 
Sha" (5) = 
a —Clan -lp t+. + (—1) ta -tt + ( 1) 

一 般 地 ,在 二 项 式 定理 (a + 5)" = 名 Cla" “6: 中 第 k +1 项 为 
Tit1= Cia” se 称 为 二 项 展开 式 的 通 项 .需要 注意 的 是 ,这 里 “ 通 
项 "并 不 是 第 项 ,而 是 第 +1 项 . 

例 2.4.2 求 z(1-z)i+xzz1+2z)8+z3a1+3z)2 中 心 的 
系数 . 

解 x(1 一 +)* 的 展开 式 中 z4 的 系数 为 (1 一 zx)4 的 展开 式 中 
za 的 系数 , 即 C3( 一 1)3= -4; 

XZ?(1+2z) 的 展开 式 中 zx 的 系数 为 (1 +2z) 的 展开 式 中 x? 
的 欠 数 , 即 (对 '22= 112; 

za(1+3z) 的 展开 式 中 z4 的 系数 为 (1+ 3z )2 的 展开 式 中 x 
的 系数 , 即 Cl2*3=36. 

故 所 求 系数 为 ( -4)+ 112+ 36 = 144. 


3 20 
例 2.4.3 求 [ 洒 一 志 】 的 展开 式 中 也 有 的 有 理 项 
解 通 项 为 
大 

Tari= ceGsP() 

(A (一 1)8.C 各 和 于， 
而 题目 要 求 为 有 理 项 , 故 须 使 z 的 宕 指数 得 志 准 =. 
-和 5b-8_p- 包 . 
HT 是 满足 条 件 :0<A<20 的 整数 ,得 p=5,0, -5, -10. 其 


对 应 的 站 值 分 别 为 沁 =2,8,14,20. 从 而 所 求 的 有 理 项 分 别 为 : 
190: x5,C%, Cr 5, zx- 1. 
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例 2.4.4 求证 (a + 5)2* 的 展开 式 中 的 最 大 系数 是 一 个 偶数 . 
证 明 因为 2” 是 - -个 偶数 , 帮 展 开 式 中 的 最 大 系数 是 (如 = 


» {2n)! 2 

G 而 CT 
24 (2n 7D! (2n-1)! _ 
n(n- nl nl 2a) a! 
2°C8 -1 


显然 组 合 数 C32, -1 是 一 个 整数 , 故 所 求 的 最 大 系数 C3 是 侦 数 . 
例 2.4.5 求证 555+ 15 能 被 14 整除 . 
证 明 由 3555+15= (56 一 1) 和 5+15 ,而 
(56—1)5+15= 
55655 — Cls56% ~ C556% ~ Cs565 — .+ CH56 —1+15= 
565 — C564 + .+ CH56 + 14 
上 式 中 ,前 夯 55 项 都 含有 56 这 个 因数 ,因此 其 和 能 被 56 整除 ， 
从 而 也 能 被 14 整除 - 币 最 后 一 项 怡 为 14, 故 555+15 能 被 14 整除. 
例 2.4.6 医 今 天 是 星期 一 , 问 10% 天 后 是 星期 几 ? 
解 问 10%=1005=(98+2)45=(14X7+2)*5. 
由 二 项 式 定理 知 ,上 面 展开 式 中 前 45 项 都 含有 7 的 因数 , 故 其 
和 能 被 7 整除 .于 是 问 10% 关 后 是 星期 几 应 由 展开 式 的 最 后 一 项 来 
确定 . 
办 24= (23)5=85= (7+1)15， 
故 。 10% 天 后 应 为 星期 二 . 
倒 2.4.7 证 明 (1) 当 为 奇数 时 


CCE tC +t Cl = 271, (2.4.1) 

Ch +t +OS 21 (2.4.2) 
(2) 当 为 偶数 时 

C++ 2 (2.4.3) 

CC CC 二 281 (2.4.4) 
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证 明 在 二 项 式 定理 (a + 68)"= 中 Cha" -tb 中 , 邻 a=b=1， 
则 得 
C+tCl + tC tt Ca 1l+O =2" (2.4.5) 
再 令 a =1,6 = -1, 则 得 
CChtCE Ct t(D)" Ct+( -DC =0 
(2.4.6) 
将 (2.4.5) 式 与 (2.4.6) 两 式 相 如 , 则 当 * 为 奇数 时 ,有 
Ott tC 1=2" 1, 此 即 (2.4.D). 
而 当 ”= 为 偶数 时 ,有 C+CG+C+…+CG=2* 1, 此 即 
(2.4.3)， 
车 再 用 (2.4.5) 减 去 (2.4.6) 式 , 则 分 ”为 奇数 、 偶 数 两 种 情况 ， 
即 得 (2.4.2)、(2.4.4). 
例 2.4.8 试 证 
2C1 + 4C2 +6C3 + :+2nCr = nn27. 
证 明 
1 
因为 kr- hE ET 
四 一 1 “ 
nr 
所 以 2C3 +4C2 +6C3 +…+2nG 一 
2(Ch +2C2 +3C3 + + nOF)= 
2n0 taCh tnt +n CD)= 
22(C 1+tOL-1tO tts = 
27 2" 1= ne2". 
最 后 ,我 们 将 CX 的 定义 扩展 到 为 任何 实数 , 为 任何 整数 的 
情形 : 
(1) 为 任何 实数 ,k 为 正 整 数 
C=0 E>ns 
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CE= A +1) 1<hn; 


(2) 为 任意 实数 , 为 负 整数 以 = 
(3) C=1. 
例 2.4.9 证 明 对 于 插 何 实数 = ,只 要 整数 上 非 0, 都 有 
全 = 丰 C8 
证 明 上 为 正 整 数 时 ,不 妨 说 1 和 sa ， 
Ce = nen -1)'n- + 


人 一 i -2) (nD (kD +1), 


2 
让 1)! 
EC 
丙 当 上 为 负 整 数 时 ,显然 有 -1 也 为 负 整数 , 故 有 Ci =0, 是 
CR =- 和 ,从 而 也 有 


C= 
例 2.4.10 对 于 任何 实数 ”和 整数 下 ,都 有 
Cr = Cr-t+ Ct 
证 用 上 为 正 整数 时 
1 
(2D 
nl)(n 2) (nk+1)R 
《下 一 1 
GD 
D2 人 


(Cn -1 (n -2).. + —k)+R] 
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, 
此 为 0 时 ,由 定义 即 知 下 式 显然 成 立 

多 = 人 -HCL 
上 为 负 整数 时 ,上 一 1 也 为 负 整 数 , 此 时 

位 =0.Ce .1=0,C4 -71=0, 
故 也 有 C= + 
例 2.4.11 证 明 对 于 任何 非 负 整数 a 和 非 负 整数 ,下 列 公式 

上 成立: 


n(n Dn kt 
a 


[人 (2.4.7) 
证 明 ”对 作 归 纳 法 
n= 人 0 时 , 即 叶 =C4*1, 此 时 著 =D, 两边 都 是 1; 车 之 1. 摧 边 
都 是 0, 故 当 n=0 时 (2.4.7) 式 成 立 . 
下 面 假设 x =s 时 (2.4.7) 成 立 , 如 有 
CC + tO = CH 
从 而 n= 一 1 时. 
人 (入 + 二 CC 
人 CC、 
归纳 法 完成 . 


习题 二 

工 .钟表 三 为 了 使 用 钟 的 式样 新 颖 ,设计 了 4 种 形状 不 同 的 外 壳 , 确 
定子 3 种 钟 面 颜色 以 及 3 种 数字 形体 , 问 果 钟 共 有 几 种 不 同 的 式样 

2. 某 座 出 峰 南 坡 有 山路 3 条 , 北 坡 也 有 山路 3 条 ,. 若 : 

(1》 从 南 坡 上 上山, 再 由 北 坡 下 山 , 则 从 上 山 到 下 山 有 郊 种 不 同 
的 走 法 ? 

(2) 任意 选择 上 山 的 路 线 ,但 下 山 时 要 求 不 走 原来 上 由 的 路 
线 , 同 有 几 种 不 同 的 走 法 ? 

(3) ”任意 选择 上 、 下 山 的 路 线 , 问 从 上 山 到 下 山 有 几 种 不 同 的 
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走 法 ? 

3. 写 出 从 ac .Ge 5 个 元 迪 里 每 次 取出 1 个 .2 个 、3 个 元 索 
的 所 有 排列 . 

4. 写 出 从 a cd ve ,了 6 个 元 素 里 每 次 取出 3 个 ,并 且 恨 定 a 
为 首位 的 所 有 排列 . 

5. 分 别 写 出 共 a .bc .de 5 个 元 澡 蜂 ,每 次 取出 1 个 .2 个 .3 
个 ,4 个 ,5 个 元 素 的 所 有 组 合 . 

6. 一 条 铁路 共有 48 个 车 站 ,其 中 大 站 6 个 ,快车 只 人 述 掌 大 站 , 慢 
车 每 站 都 停 , 财 

(1) 铁路 局 应 为 这 条 线路 准备 多 少 种 车 村 ? 

(2) 共有 多 少 种 不 同 的 票 价 ? 

7. 按 5 粒 不 同 弹子 的 排列 顺序 制造 弹子 锁 , 问 能 生产 多 少 种 不 
同 的 镇 ? 

8. 上 午 有 4 节 课 ,一 个 教师 要 上 3 个 不 同班 级 的 课 , 车 不 能 连 上 
3 节 , 间 课程 表 有 亏 种 排 法 7 

9, 从 m +1 个 元 素 里 ,每 次 取出 n 个 元 素 进行 排列 , 则 

(1) 有 多 少 种 排列 ? 

(2)》 其 中 不 含 某 一 元 崇 的 排列 有 有 多少 种 ? 

(3) 其 中 一 定 含 基 一 元 素 的 排列 有 多 少 种 ? 

《4) 从 上 面 的 结果 .这 以 得 出 怎样 的 关系 式 ? 

10. 有 0 个 球 队 , 分 为 三 组 ,其 中 两 个 组 部 是 7 个 浴 , 而 另 一 个 
组 是 5 个 纵 , 各 进行 单 循环 赛 ,然后 各 组 冠军 进行 单 循环 赛 . 问 : 

(1) 共 雍 赛 多 少 声 次 ? 

(2) 这 种 比赛 办 法 比 全 部 20 个 从 都 采用 单 循环 制 要 减少 几 场 
次 ? 

11. 有 3 种 不 同 土质 的 试验 地 ,计划 种 植 五 种 不 同 的 作物 , 问 有 
儿 种 不 同 的 分 配方 法 ? 

12. 号 码 镇 的 3 个 拨 盘 上 都 有 0 到 9 这 10 个 数字 .只 有 当 这 3 
个 拨 盘 上 的 数字 组 成 某 一 个 "三 位 数 “这 里 000 也 算 一 个 “三 倍数 ”) 
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时 , 锁 才 能 打开 . 问 共 可 为 这 种 号 码 锁 设 定 多 少 种 开锁 叶 码 ? 

13. 电 话机 号 码 用 7 位 数字 , 问 最 多 能 装 多 少 部 电话 机 ? 

14.6 封 信 投 入 3 个 朗 简 , 问 有 多 少 种 不 同 的 投 法 ? 

15. 有 多 少 种 方法 从 52 张 一 副 的 扑克 牌 中 抽出 两 张 ,使 得 

(1) 第 一 张 是 A ,第 二 张 是 KK; 

(2) 第 一 张 是 4 ,第 二 张 不 是 KK; 

(3) 第 一 张 是 红 桃 ,第 二 张 是 方块 ; 

(4) 第 一 张 是 红 桃 ,第 二 张 是 A ; 

(5) 两 张 中 至 少 有 一 张 是 4 . 

16. 计 算 各 位 数字 为 1.2、3.4 或 5 的 四 位 偶数 的 个 数 . 

17. 求 整数 x 满足 下 列 条 件 . 

(1) 1 000< zc<5 400; 

(2) 工 的 各 位 数字 均 不 相同 ; 

(3) 数字 2 和 7 不 出 现 . 

问 这 样 的 整数 = 有 多 少 个 ? 

18.6 位 先生 和 6 位 女士 坐 在 一 张 图 桌 前 , 问 有 多 少 种 方法 使 男 
女 相间 ? 

19. 从 有 10 位 先生 和 12 位 女士 的 俱乐部 中 选 出 一 个 四 人 委员 
会 . 要求 至 少 包含 两 位 女士 , 问 有 多 少 种 方法 产生 这 个 委员 会 ? 如 果 
此 时 王 先生 和 夫人 拒绝 同时 在 委员 会 服务 , 问 又 有 多 少 种 形成 委员 
会 的 方法 ? 

20. 用 二 项 式 定理 证 明 ;3” = Ct.2. 

21. 用 二 项 式 定理 证 明 :2 一 总 ( -1D)4C4 3 

22. 用 二 项 式 定理 证 明 

(1) z2+l+a2nt+l 能 被 zx+a 整除 ; 

(2) (x +1)* 一 1 能 被 x? 整除 ; 

{3) 32%+2 一 8n -9 是 64 的 倍数 ; 

(4) 34 +2+52*+1 是 14 的 倍数 ， 
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第 三 章 容 斥 原理 


$3.1 引言 


有 些 计数 问题 ,需要 采用 一 些 特殊 的 方法 计算 ,我 们 来 看 下 面 丙 
个 例子. 

例 3.1.1 求 1~200 间 不 能 被 3 整除 的 整数 的 个 数 . 

解 要 直接 计算 1~-200 问 不 能 被 3 整除 的 整数 的 个 数 比较 麻 
烦 ,但 要 计算 这 200 个 数 中 有 多 少 个 数 能 被 3 整除 则 很 容易 


容易 算出 ,这 200 个 数 中 能 被 3 整除 的 数 的 个 数 为 [2 ] = 6 


从 而 不 能 被 3 整除 的 整数 的 个 数 为 200 - [29 ]= 134. 

例 3.1.2 求 不 超过 200 的 正 整 数 中 是 5 的 信 数 或 是 6 的 倍数 
的 数 的 数目 ， 

解 不 超过 200 的 正 整 数 中 是 5 的 傍 数 的 数 有 [22] = 40 个 
不 超过 200 的 正 束 数 中 是 6 的 信 数 的 数 有 [20 ] = 33 个 ;但 不 超过 


200 的 正 整数 中 30 的 倍数 的 数 有 [3 ] = 6 个 ,而 在 上 面 所 得 的 40 
个 5 的 倍数 与 33 个 6 的 倍数 中 ,都 分 别 含有 这 6 个 30 的 信 数 , 故 所 
求 的 数目 为 : 

200 200 200 

加 站 + 的- [的 ]-@7、 
容 斥 原理 研究 的 主要 是 若干 有 限 集合 的 交 、 并 或 差 的 计数 问题 ， 
40 - 


在 讨论 过 程 中 要 用 到 集合 的 基数 { 或 称 为 集合 的 势 》 ,我 们 仅 就 有 限 
集合 部 以 介绍 . 

两 个 集合 A 和 BB, 车 它们 的 元 案 之 间 能 建立 起 一 一 对 应 的 关 
系 , 则 说 这 两 个 集合 4 与 B 的 基数 相同 ,并 记 为 4 一 纪 . 

对 有 限 集 而 言 ,一 个 集 含 的 基数 就 是 它 所 含有 元 素 的 个 数 . 若 
又 是 有 限 集 , 则 用 14 | 来 表示 4 中 元 素 的 个 数 .显然 ,对 于 空 集合 必 
来 说 ,有 1 他 1=0， 

设 41.Az 均 为 有 限 集 3 的 子 集 (此 时 显然 4; 与 有 A 均 为 有 限 
集 ), 油 有 

《1A1UA2! 筷 [A1|+ 1A21, 且 式 中 等 号 成 立 当量 仅 当 
AIlNA2= 2; 

《2)1A 间 A2| 二 min1i 及 1,1As 1, 且 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 
4IE42: 或 4SAD 

0G)1A1-A2| 芝 1411 -14 , 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 上 :三 
Ai 

以 上 三 个 式 子 的 证 明 .由 定义 即 可 得 到 ， 

最 后 ,我 们 说 明 次 数 f(z) = [z] 的 意 文 ,首先 fl7) =[fz] 的 定 
义 域 为 全 体 实数 ,而 其 值 域 则 为 全 体 整 数 ,其 次 ,对 于 任意 实数 x ,我 
们 规定 <x ] 等 于 不 超过 zx 的 最 大 整数 . 


例如 【290 -66,[0]=0， 
【-4.77= -581-0.01]= -156.999] =6 等 等 . 
故 可 将 fF[xz ]=[z) 称 为 " 取 整 西数 ”. 
例 3.1.3 设 
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10|, 
B=12,4,6,8,10,12,14,16,18.20!, 
C= 11,3,5,7,91, 
则 141=10,|B8|=10,1Cl=5, 
而 AUB={1,2.3,4,5,6,7,8,9,10,12,14,16,18.20;, 
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ALC=A,BUC=AUB, 

所 以 |4UBI=15<20=141+| 了 |， 
lIAUC.=10<15= 4 -Ch 
iBUCI=1S=181+1Cl， 

又 ANMNB=1{2,4,6,8,103, 
ANMC=C,BNC=o, 

所 以 14 站 Bl1=5<minll4l,18i=10， 
4Pncl=s=minli4al,1CH=5， 
BNCI=0<min{lBI, 1CIl=5. 

类 似 可 得 
4-BI=5>141-138|1=0， 
4-CI=5=14,-1CI=1I0-3， 
‘B-Cl=10>1B|~ICI=10-5=5. 


$3.2 容 斥 原理 


定理 3.2.1 设 4 是 有 限 集 S 的 一 个 子 集 , 则 A 中 元 素 个 数 等 
于 S 中 元 素 个 数 减 去 $S 中 不 在 A 内 的 元 案 个 数 , 即 
141=1S1-141. 
例 3.2.1 设 S=1l12.3,…:100014=jizES16 不 整除 
z|， 
则 =izE S16 整除 zi, 且 |S =1 000,14'= (HO]= 
166 ,于 是 


141=1S1-14 =1000~-166=834 
即 从 1 到 1000 这 1000 个 自然 数 中 ,不 是 6 的 倍数 的 数 有 834 
个 . 
定理 3.2.2 设 和 4、B 均 是 有 限 集 S 的 子 集 , 则 有 
JIAUBI=jAI+|BI-:ANB . 
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定理 3.2.2 给 出 了 这 样 一 个 事实 , 即 : 具 有 性 质 A 或 B 的 元 素 
个 数 等 于 具有 性 质 A 的 元 素 个 数 与 具有 人 性质 B 的 元 素 个 数 的 和 减 
去 同时 具有 性 质 A 和 B 的 元 素 个 数 . 

例 3.2.2 求 从 1 到 500 的 整数 中 能 被 3 或 5 整除 的 数 的 数目 . 

解 令 A4: 为 1 到 500 的 整数 中 被 3 整除 的 数 的 集合 , A2 为 1 
到 500 的 整数 中 被 5 整除 的 数 的 集合 . 则 : 

Ial= [ 塑 ]=166,14z1=( 章 ]=100， 

IaNa4s=[ 强 名]= 33 

从 而 由 定理 3.2.2, 被 3 或 5 整除 的 数 的 个 数 为 : 

IAAzl=l4At+l4az1-14imnAzl= 
166+ 100—33=233. 
定理 3.2.3 设 A1,A2,…,A， 都 是 有 限 集 S 的 子 集 , 则 有 ， 
[A1UA2U…UA,!= 


14- 14inAil+ IAiNAjN A — 


3 2 吉安 hn 
+t-1) ANA NN A, |. 
证 明 由 定理 3.2.2, 对 n 作 归 纳 法 即 得 . 
特别 , 当 n=3 时 ,我 们 有 : 
[A1UAsUAsl=|Ai| tiAs|+1As— 
[ANA2l -HANAs -1AN A +t | AN ANAs. 
当 ?za=4 时 ,有 
IAtUAzUAsUA4= 
[A1l+|Azs|+|Asl+1As| -1ANA -IANA:|- 
[AiNAsd -1ANAsl -IAN As -1AsNAs+ 
[IANANAs| + {AINAN Ad + AN AN A + 
[AsNAsfNA4l -1ANA2N AN Asl. 
例 3.2.3 某 学 校 开设 三 门 外 语 :英语 .日 语 和 法 语 ,要 求 每 一 
个 学 生 至 少 选 禾 一 门 .已 知 选修 英 日 .法 三 门 外 语 的 人 数 分 别 为 
.43 ， 


180、172 和 122; 同 时 选修 英语 和 日 语 的 有 46 人 ,同时 选修 英语 和 法 
语 的 有 28 人 ,同时 选修 日 语 和 法 语 的 有 19 人 ;同时 选 桥 英 、 日 ,法 三 
门 外 语 的 有 7 人 . 问 该 校 共有 多 少 名 学 生 ? 
解 记 Ai,42.45 分 别 表示 选修 英 、 日 .法 语 学 生 的 集合 , 则 依 
题 意 有 : 
1At| =180, A2|=172,1A3) =122; 
[IANA2l =46,1A1(|A3|=28,1A,N A =19; 
[AiN A Asl=7. 
由 感 设 每 一 名 学 生 至 少 选 敌 一 门 外 语 , 放 该 校 学 生 总 数 为 : 
[A1UA2UA3l = A+1AN+|A) -1AN A ~- 
[A 人 A — 1A Asl + iANANA|= 
180 +172+122—46—28-19+7=388. 
定理 3.2.4 设 S 为 一 个 有 限 集 ,Pi,P2o,…,P 为 nm 个 性 质 . 
令 A; 为 S 中 具有 性 质 P,(i 二 1,2,…,n) 的 元 素 所 成 之 集 , 则 5 中 
不 县 有 Pi ,PP 中 任 一 性 质 的 元 素数 为 : 
[ANAMN--NA,|=|S| ~ |AU A UUA,!= 
(S11h1+ 14nA1- 
es NA NA t+ 
(—17 A A2NN A 
例 3.2.4 设 -为 任何 一 大 于 1 的 自然 数 ,将 小 于 a 且 与 # 辽 
质 的 正 整 数 的 个 数 记 作 p(x)( 称 gtx) 为 欧 拉 函数 ). 试 求 ptn} 的 
表达 式 . 
解 将 = 分解 成 质 因数 连 乘 积 为 
n= PIP Prt 
其 中 P1,P2,…,P 为 n 的 所 有 互 异 质 因数 ,1,k2,… .8 均 
为 正 整数 ， 
又 记 :S =11,2,…,n}， 
A;=1z€5|P; 整除 zx},i=1,2,…,m. 
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显然 ,AU4zU…UA4A。 即 为 S 中 所 有 与 4 不 豆 质 的 数 的 集 
食 , 而 Pa) = 14 站 Am 站 mAs 


A 


[AiNA;|= 1&i<iSm; 


PP;’” 
LAiNA;N AR = =pBE:: 


si<j hem 


1A1NAsN -EN As -EE 

于 是 , 依 定理 3.2.4 

pln)=|41NA2N An|= 
IS1 -1A1UAsU "UA.1|= 


加 nn a 理 、 ba nn 
si en PE eden PE: 


"1 1 并 
“六 )- 言 六 由 - 吉 ) 
1 
Pitipshee patn (1 - 南 )f- 吉 ) 中 -二 )= 
Py- lp2ts le Pn “1 Ps ~ 1)( Ps —1)( Pn -1). 
例 3.2.5 对 于 n=30, 因 30=2x3x5, 这 里 Pi=2,P;=3， 
Ps=5,k1= 训 2=k3 二 1, 故 


9(G0)-30.11- 却 ) 作 -二 六 位- 到)= 
(2—D(3-1)(5-1)=8. 

不 难得 出 这 8 个 数 分 别 为 :1.7 .11、13.17、19,23 .29. 

又 如 对 于 n=40=2Bx5, 有 


(40)=40" 1 一 二 ] (1 一 计 )=2:02-D(5-D 16. 


这 16 个 数 为 :1、3、7、9、11、13、17、19、21、23,27、29、31、33、37、 
39. 


§ 3.3 应 用 举例 


例 3.3.1 求 出 a,5,c,d,e,f 6 个 字母 的 全 排列 中 不 允许 
abd 与 ce 情形 出 现 的 排列 种 数 . 

解 记 4; 为 asd 作为 一 个 元 素 出 现 的 排列 的 集合 ; A2 为 ce 
作为 一 个 元 素 出 现 的 排列 的 集合 ; 则 A1 门 A2 为 同时 出 现 ape 与 ce 
的 排列 的 集合 .于 是 

141|=41,142|=51,1A10NM42[=31, 从 而 所 求 的 排列 种 数 为 

{AiNNA2l=6! -4! -5! +3! =582. 
” 例 3.3.2 求 不 超过 120 的 素数 的 个 数 . 

解 ” 因 112=121, 故 不 超过 120 的 合 数 必然 是 2.3.5、7 的 倍数 ， 
且 不 超过 120 的 合 数 的 因子 不 可 能 都 超过 11. 

记 S=11,2,…,120} 

A;= [xESIi 整除 z},i=2,3,5,7.。 则 


(a) 
4il- [将 ]=3，l41=[ 弄 =7， 
An4aal= [ 现 ]=2，i4zn4as=[ 闪 ]=1， 
4nal=[ 闻 ]=s，lasn4a:l=[ 准 ]=s， 
An4azl= [ 锤 ]=5，l4sn4r1=[ 兴 ]=s， 
4n4snas=[ 型 ]-4，lMznasnaxl=[ 熙 ]=2， 
aznasn4ajl=[ 赐 }=-1，l4ananaxl=-{ 移 ]=1， 
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lazn4asnasnarl= [ 问 ]=0. 
从 而 所 求 非 2.3、5,7 的 倍数 的 数 的 个 数 为 : 
14zmnasnasnay|= 

iS1—iA2z| 一 144 一 145| 一 1471+142 站 Asl+ 
14zm4asl+1a2mnAzl+1asmasl+l4smnaAzl+ 
1AsN A ~ 1A2NAsNAs| -1ANAsNAs|- 
lAsNAsNA -1ANAsNA+ 
1AsNAsNAsNA| = 
120—60-—40-24--17+20+12+8+8+5+3 一 
4-2-1-1+0=27. 

需 注意 的 是 ,27 这 个 数 并 非 就 是 不 超过 120 的 素数 的 个 数 ， 
为 它 已 排除 了 2.3.5 .7 这 四 个 素数 ,而 又 含有 数 1 这 个 非 素 数 , 从 而 
所 求 不 超过 120 的 素数 个 数 应 为 
27+4-1=30. 

例 3.3.3 从 100 到 999 共 900 个 三 位 数 中 , 相 邻 数字 不 相等 的 
三 位 数 共 有 多 少 个 ? 

解 设 S=1100,101,102,…,999|, 且 将 S 中 每 一 个 数 均 表 示 
为 名 | 四 jc], 即 a 为 百 位 数码 ,2 为 十 位 数码 ,c 为 个 位 数码 .再 设 A1 
={r€SIb=c),A2= {rESia=6|; 则 |S|=900,|A1|=9x10 
=90,|4z|=9x10=20,141 站 4z1=9, 从 而 所 求 的 三 位 数 的 个 数 


AiNAz|=1S| -1A1| -14z+l4inaa| = 
900 一 90 一 20+9=729. 
例 3.3.4 个 元 素 依次 给 以 标号 1,2,…,? .在 这 个 元 素 的 
全 排列 中 , 求 每 个 元 素 都 不 在 自己 原来 位 置 上 的 排列 种 数 . 
解 记 A, 为 数 ; 在 第 i 个 位 置 上 的 全 体 排列 的 集合 ,i =1,2， 


人 


由 于 数字 i 不 动 , 知 
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[Ail={n -1)!1,i=1,2 
同 理 可 知 
ANA)={n -D1,i,i=1,2,- 


,ni 


从 而 每 个 元 素 都 不 在 原来 位 置 上 的 排列 种 数 为 
anaznnas1= 


nl 一 CD) +C(a 一 2)1 一 C (一 3)1 + 
DO TY 

在 _- 工 + 工 _ 工 二 
nt 1 六 + 人 (一 1 1 


个 洗 序 的 元 素 应 有 al 个 不 同 的 扣 列 ， 如 若 一 个 排列 使 得 所 
有 的 元 部 不 在 原来 的 位 时 上 , 则 和 这 个 排列 为 备 可 (也 可 以 叫做 
排 或 更 列 ). 


我 们 用 DD, 表示 集合 S= 11,2.3,….n| 的 错 排 数 , 则 由 上 面 讨 
论 有 : 


Ds=n! En + 站 -~ 训 ?+ 一 1" 十 ) 
由 此 公式 可 算得 


Ds= St- 二 


1 
和 
oa 


265 
根据 。 :的 表达 式 


- 1 
于 是 le-!- 二 D， rt 


当 a2>7 时 ,TiT<10-4, 故 用 e- + 近似 代 蔡 二 D。 的 精确 度 
FT 
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还 是 相当 高 的 而 中 1 愉 为 集合 S = 11,2,…,2 1 的 错 排 总 数 与 总 排 


列 数 之 比 . 或 者 说 全 + 表示 我 们 任意 挑选 一 个 S = 11,2,…,n 1 的 排 
列 ， 其 站 果 为 铺 排 的 概率 例如 ,10 位 刹 学 各 自 拿 出 一 本 与 众 不 同 的 
书 互相 交换 , 则 没有 一 位 同学 得 到 他 自 己 的 书 的 概率 是 包 六 , 它 + 分 
接近 于 e-!. 这 个 概率 即使 对 于 100 万 个 同学 也 几乎 不 变 . 从 而 得 知 

e 与; 多 是 非常 好 的 近似 . 

铺 排 数 有 - -此 有 圳 的 性 质 .如 
Ds = (x — DD Dr-2),n =3,4,. (3.3.1) 
这 个 公式 是 线性 递归 关系 的 一 个 例子 ,关于 递归 关系 我 们 将 在 下 一 
章 详细 讨论 , 因为 已 知 D1=0,D2=1, 故 利用 式 (3.3.1) 即 可 对 任何 
正 整数 来 计算 出 马 , .例如 
Da = 2D = D2 =2, 
Da = HD+ D;) = 9, 
D: = 4(Ds+ De) = 4, 
De= S(Ds+ Ds) = 265. 
下 面 我 们 用 组 合 论 的 方法 证 明 (3.3.1) 式 . 
设 *>3 ,考虑 S = 11,2,…,2a ji 的 所 有 氏 排 ,我 们 可 以 按照 鉴 数 

,3,… ,x 中 哪 一 个 占据 排列 的 首位 置 , 把 这 些 错 排 分 为 n 一 1 个 互 
不 相交 的 组 , 且 显 然 每 一 个 组 中 都 含有 相同 数 旭 的 错 排 .于 是 DD, = 
(n 一 1)q,, 其 中 4 是 2,3,…,n 中 任 一 个 (例如 2) 位 于 首位 的 错 排 
数 .这 样 敬 错 排 具有 形式 2i2i3…i。. 其 中 i2i3…is 是 13,4,…,n 
的 一 个 排列 , 且 ;3 关 3,i4 兴 4,…,i; 闫 4. 这 ds 个 错 排 久 可 按照 i2=1 
或 i 了 1, 进 一 步 划 分 为 两 个 于 组 : 

中 一 组 中 的 铺 排 都 上 共有 2 1 ia… i。 的 形式 ,其 中 isia…i, 是 

,nn 的 一 个 错 排 ; 

另 。 组 中 的 铺 排 都 具有 2izia…i 的 形式 ,其 中 i2i3…i 是 
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1,3,4，……, 寻 的 一 个 错 排 ,zz 天 1 
显然 第 一 组 中 错 排 个 数 为 DD, .>, 第 二 组 中 错 排 个 数 为 D。1, 这 
就 证 明了 
Ds=(n-1)d,=(n -DD)(D, 1+D。 aa=3, 4 
例 3.3.5 在 数码 1,2,3,4,5,6,7,8,9 的 全 排列 中 , 求 ; 
(1) 偶数 都 在 原来 自己 的 位 置 上 ,而 奇数 都 不 在 原来 位 置 上 的 
错 排 数 目 ; 
《2) ”奇数 都 在 原来 自己 的 位 置 上 ,而 偶数 都 不 在 原来 位 置 上 的 
错 排 数目 ; 
(3) 求 所 有 奇数 都 不 在 原 位 置 的 错 排 数 ; 
(4) 求 所 有 偶数 都 不 在 原 位 置 的 错 排 数 . 
解 (1) 本 题 实 际 上 即 是 元 素 1,3,5,7,9 的 错 排 问题 , 故 所 求 
错 排 数 为 Ds=44. 
(2) 本 题 为 4 个 元 素 2,4,6,8 的 错 排 问题 , 故 所 求 错 排 数 为 
D4=9. 
(3) 用 Ai 表示 i 排 在 原来 位 置 上 的 所 有 排列 所 成 集合 ,i 一 1， 
2,…,9. 则 由 容 斥 原理 ,所 求 的 错 排 数 为 : 
9! -|A1IUAsU AsUA7UAsl= 
9! — (Ch*8! —C8°7! +C36! —C4°51 +C8.4!)= 
362 880- (201 600 ~ 50 400 + 7 200 ~ 600 + 24) =205 056 
(4) ”44; 的 意义 同上 ,所 求 的 错 排 数 为 
AnAmnasmnas|= 
9! -1AzUA4UAcUAsl = 
9 ~ (C8! -C37! +GC6!1 一 C451) = 
362 880- (161 280 一 30 240+2 880 ~ 120) =229 080 
例 3.3.6 求 8 个 字母 as,b ,cd ,eg 沪 的 全 都 排列 中 ,只 有 
4 个 元 素 不 在 原来 位 置 上 的 排列 种 数 (原来 位 置 指 字母 的 自然 顺 
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序 ). 
解 题目 要 求 8 个 字母 中 只 有 4 个 字母 不 在 原来 的 位 置 上 ,这 
样 必然 有 其 余 的 4 个 字母 保持 不 动 ,这 相当 于 对 某 4 个 固定 字母 的 
错 排 问题 . 故 其 数目 为 


和 (在 ?可 -页 + 页) 
但 题 月 中 要 求 只 有 4 个 元 素 不 在 原来 的 位 置 上 , 显然 任 取 4 个 
元 素 的 方法 共 ( 尘 种 . 从 而 所 求 的 排列 种 数 为 : 
9.C8=9.70=630 个 . 
下 面 我 们 给 出 另 一 种 排列 的 计数 问题 ,其 中 存在 一 定 的 相对 的 
位 置 限制 . 
设 给 定 正 整 数 n ,我 们 来 计算 1,2,…,n 的 满足 下 面条 件 的 排 
列 数 Q, ,其 中 每 一 个 排列 中 不 能 出 现 12,23,…,(n 一 1)n 的 形式 . 
当 n=1, 只 有 一 个 排列 , 故 Q1=1; 
当 n=2 时 ,两 个 排列 中 ,只 有 排列 21 是 允许 的 排列 , 故 Q;= 


1; 

当 n=3 时 ,允许 的 排列 为 213,321,132, 故 Q3=3; 

当 a= =4 时 ,允许 的 排列 为 4 132,4 321,4 213,3 214,3 241， 
3 142,2 431,2 413,2 143,1 324,1 432, 故 Q4=11; 

于 是 ,我 们 知道 Q1=1,Q2=1,Q3=3, Qs=11, 一 般 地 ,我 们 有 
下 面 的 结论 : 

定理 3.3.1 对 于 任意 nn 之 1, 有 Q, = 
CT 
{—1)*71C2 -41!. 

证 明 记 S=|11,2,…,n1, 对 于 i=1,2,…,n 一 1, 令 忆 表示 
“在 S 的 一 个 排列 中 出 现 了 j (7 +1) 这 一 情况 "的 性 质 ,j = 1,2,…， 
一 1, 并 用 集合 A; 表示 具有 性质 P; 的 排列 , 则 有 

Q»= 1AMNAN NA 

下 面 用 容 斥 原理 计算 Q，. 
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显然 ,对 于 Ai 中 的 任 一 排列 ,由 A1 的 定义 可 知 , 它 必 出 现 12 
的 情形 , 故 可 将 其 看 作 是 ” 一 1 个 符号 12,3,4,…,n 的 一 个 排列 , 故 
必 有 |A1| =(n 一 1)1, 同 理 , 对 每 一 个 j ,都 有 
14)1=(a -DI, j=1,2,…,n -1. 
又 对 于 A1 作 As 中 每 一 排列 , 均 含有 123 连 排 在 一 起 的 情形 , 故 
可 视 为 123,4,5,…,n 这 nn 一 2 个 符号 的 一 个 排列 , 即 有 
[AiNA2l= (nr -2)!. 
而 对 于 A1 介 A3 中 每 一 排列 , 均 含有 12 与 34 这 种 情形 出 现 , 故 
可 视 为 12,34,5,6,…,n 这 -2 个 符 导 的 一 个 排列 ,也 有 
14an4s1=(a -2)!, 
从 而 对 于 任意 ; 夭 记 有 14; 门 41= (2 -2)!, 类 似 地 ,我 们 有 : 
IANA NR NA = Cn -&)!, 
其 中 吝 ,i2,…, 纹 ,为 1,2,…,n 一 1 中 任 取 的 个 元 素 , 妈 为 1,2,3， 
…,# 一 1 中 任 取 关 个 数 的 一 个 组 合 .从 而 应 用 容 斥 原理 ,可 得 
Qs = 1ANA2N NN As i= 
nt 一 14UAzU…U4 -1 = 
nl -Cn-D)! +C (nm2)! 一 
Cn-3)! (DC 
最 后 再 给 出 本 定理 的 一 个 应 用 问题 . 
例 3.3.7 现 有 8 名 学 生 每 天 晚上 都 要 跑步 .他 们 8 个 人 排 成 一 
列 , 故 除 第 一 个 学 生 外 ,每 个 人 前 面 都 有 一 个 学 生 .有 同学 提议 说 ,每 
天 都 看 见 回 一 个 人 在 他 前 而 显得 过 于 单调 , 故 第 二 天 他 们 即 决 定 改 
变 位 置 ,使 得 没有 一 个 学 生 的 前 面 的 人 与 第 一 天 相同 . 问 共有 多 少 种 
方法 改变 位 置 ? 
解 ”将 这 8 名 学 生 分 别 编 上 号 码 ,1,2,3,…,8. 则 显然 本 题 即 为 
上 而 定理 中 n=8 的 情形 .于 是 
Ds=8! —C}7! +C9:61 -C5+! C44! 一 
C3! +C421 -C711 = 


，S2 。 


id 


40 320—35 280 +15 120—4 200+840-126+14-1= 
16 687. 


习题 三 

1. 在 不 大 于 105 的 正 整数 中 , 即 不 是 完全 平方 数 ,也 不 是 完全 
立方 数 的 数 有 多 少 个 ? 

2. 在 小 于 500 的 正 整 数 中 ,有 多 少 个 不 能 被 3.5.7 整除 的 数 ? 
有 多 少 个 能 被 3 整除 ,但 不 能 被 5 或 7 整除 的 数 ? 有 多 少 个 能 被 5 
整除 ,但 不 能 被 3 或 7 整除 的 数 ? 有 多 少 个 能 被 7 整除 ,但 不 能 被 3 
或 5 整除 的 数 ? 

3. 求 出 1 到 1 000 间 不 能 被 4.5 或 6 整除 的 整数 的 个 数 . 

4. 求 出 1 到 1 000 间 不 能 被 3.5,7 或 13 整除 的 整数 的 个 数 . 

5. 某 班 有 25 名 学 生 ,其 中 有 16 人 学 英语 ,12 人 学 日 语 ,6 人 兼 
学 日 语 和 英语 ,5 人 兼 学 英语 和 德语 .有 2 人 兼 学 这 3 门 外 语 ,学 德 
语 的 8 个 人 均 兼 学 英语 或 日 语 . 同 该 班 不 学 这 三 门 外 语 的 有 多 少 人 ? 

6. 确定 数码 12、3.4、5.6.7,8 满足 下 列 条 件 的 排列 种 数 : 

(1) 其 中 恰 有 一 个 偶数 在 它 的 自然 位 置 上 ; 

(2) 其 中 恰 有 一 个 整数 在 它 的 自然 位 置 上 ; 

(3) 其 中 从 有 一 个 奇数 在 它 的 自然 位 置 上 ， 

4) 其 中 恰 有 两 个 整数 不 在 它 的 自然 位 置 上 ; 

(5) 其 中 恰 有 大 个 整数 在 它 的 自然 位 置 上 ,天 一 1 28 

7. 在 一 个 宴会 上 ,7 位 先生 存放 了 他 们 的 幅 子 . 问 在 下 列 情况 
下 ,有 多 少 种 方法 拿 回 这 些 帽子 ? 

(1) 没有 一 位 先生 拿 到 自己 的 帽子 ; 

(2) 至 少 有 一 位 先生 拿 到 自己 的 帽子 ; 

《3) 至少 有 两 位 先生 拿 到 自己 的 帽子 ; 

《4) 至 少 有 两 位 先生 未 能 拿 到 自己 的 帽子 , 

8.10 位 同学 各 自 拿 出 一 本 与 其 他 同学 互 不 相同 的 书 互相 交换 ， 
问 有 儿 少 种 分 配方 法 使 每 位 同学 都 得 到 一 本 由 别人 提供 的 书 ? 
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9. 将 5 个 不 同 的 球 放 进 4 个 不 同 的 盒子 里 ,使 每 一 个 盒子 中 至 
少 放 人 一 个 球 , 间 共有 多 少 种 不 同 的 放 球 方案 ? 

10. 求 大 于 100 而 小 于 等 于 1 000 的 正 束 数 中 ,与 1 000 互 素 的 
整数 的 个 数 . 
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$4.1 斐 波 那 契 (Fibonacci) 数 列 


第 四 章 递归 关系 


13 世纪 初 ,意大利 数学 家 斐 波 那 契 研究 了 著名 的 “兔子 繁殖 数 


目 " 问 题 . 


一 对 小 兔 ,一 埃 一 雄 , 于 年 初 放 人 


栏 .小 免 第 一 个 月 长 大 ,第 二 


个 月 就 繁殖 出 一 雄一 雄一 对 小 免 .以 后 , 凡 长 大 的 一 对 大 免 每 月 都 生 
出 一 稚 一 雄一 对 小 免 , 且 小 兔 也 依 同样 的 规律 ,第 一 个 月 长 大 成 熟 ， 
第 二 个 月 开始 每 月 生 一 瞧 一 雄一 对 小 兔 . 问 一 年 后 , 栏 内 有 多 少 对 免 


了 ? 


将 小 肉 免 记 为 a ,小 雄 免 记 为 ; 大 坎 免 由 a 长 大 记 为 A ,大雄 
免 册 5 长 大 记 为 B, 于 是 可 得 各 月 兔子 对 数 为 


第 一 个 月 
第 二 个 月 
第 三 个 月 
第 四 个 月 


第 五 个 月 


(a,5) 

(A,B) 

(A,B)+(a,6) 
{A,B)+(a,b)+(A,B)= 
2(A,B)+{a,b) 
2(A,B)+2(a,6)+(A,B)= 
3(A,B)+2(a,6) 
3(A,B}+3(a,5)+2(A,B)= 
S(A,B)+3(a,6) 
5(A,B)+5(a,6)+3(A,B)= 
8(A,B)+5(a.6) 


1 对 
1 对 
2 对 
3 对 
5 对 
8 对 


13 对 
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虫 上 面 所 列 数据 ,不 难 发 现 如 下 规律 : 
当月 免 对 数目 = 上 月 免 对 数目 + 上 月 能 生 小 免 的 大 免 对 数 = 
上 月 兔 对 数目 + 前 月 免 对 数 月 - 
车 记 满 * 个 月 时 兔子 对 数 为 , 则 有 
Port= FF, + FL, 

其 中 =2,3,…, 且 下 1=F2=. 

我 们 称 这 个 数列 为 斐 波 那 契 数列 , 面 将 递 推 关 系 
.+1= Fn + 忆 -1 称 为 斐 波 那 契 递 推 关系 , 称 其 满足 的 条 件 : 
Fi= =1 为 初 值 篆 件 . 

由 以 上 计算 .可 得 斐 波 那 站 数列 为 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,.… 

从 面 可 知 ,一 年 后 共有 F13233 对 兔子 在 栏 内 . 

若 规定 :Lo= Uj=1,U, = Us jt+ Un =2,3,4,…, 风 也 
可 得 到 上 面 同样 的 数列 ,不 过 这 里 的 第 n 项 为 UU, -1, 面 上 面 的 第 x 
项 为 下 , ,我 们 同样 称 数列 U, 为 斐 波 那 契 数列 , 且 称 每 一 个 U, 为 斐 
省 那 契 数 . 

斐 波 那 契 数 有 许多 有 趣 的 性 质 ; 

性 质 1 立 Ui= Daz 一 1 


证 明宗 U,= 访 (Us2- 局 = 


SU SU 
总 
a 
Un-2+ U2 U1 Ui= 
Us 2- Ui= Url 
性 质 2 SU = Door 
证 明 SU = Uo + BE -1+ Uzi -2)= 


56. 


Uor DU-it SUs z= 
1+ Ui= 
1+ Lan-brz-1= Un+1. 
性 质 3 总 C3= Us Us 
证 明 对 = 作 归 纳 法. 
2=0 时 ， [有 =1=11= Uo Ui; 
?=L 时 ，L8+U3=2+P2= U2; 
n=2 时 ,UB+ LI+L3= UiU2+L3= 
Ux Ui+ U2)= Uy Uss 
很 设 = 时 , 宫 U3= Us Un 
则 n=k+1 时 ， 
Ut 
Ur- Ut Dirt)= 
Dx -1° Uk a. 
这 就 证 明了 对 一 切 非 负 整数 nx ,有 
BUI= Do Do 
下 面 我 们 考虑 如 何 得 到 计算 斐 波 那 身 数 的 公式 , 并 在 这 个 过 程 
中 体会 解 递 时 关系 的 一 种 技巧 
先 不 考虑 初 值 : Uo= U1 =1, 而 只 考虑 递 推 关 系 Us = Us -1+ 
Un -2,7 =2,3,4,…. 解 这 种 递 推 关 系 的 一 种 方法 是 考虑 函数 : 
下 (n= gq" ,其 中 a 为 非 零 常数 . 
车 Fin)=g" 满足 递归 关系 De = U1+ 0-2, 则 g*=g*-! 
+ 了,n=2,3,4,…. 从 面 必 有 glg? 一 g 一 1)=0,n=2,3,4， 


因 gq 了 0, 故 二 (n)=g" 是 上 面 递 归 关系 的 解 , 当 且 仅 当 9 是 二 
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次 方程 ?一 z -1=0 的 根 :qi= 和 
mae 


都 是 所 求 递归 关系 的 解 . 
又 因为 递归 关系 U = Ui :+ Ui, -2 是 线性 的 ( 野 没 有 一 个 项 的 
等 超过 一 次 ), 又 是 齐 次 的 ( 即 没有 常数 项 》, 故 有 
ro -oS 
_ 对 任何 常数 C1 和 Cs 都 是 所 求 递归 关系 的 解 .于 是 对 于 斐 波 那 
奥数 ,我 们 有 初 值 Uo= Li =1, 故 只 可 取 


FW)-CHt CL FD -C1 +0 13-1, 
则 可 求 出 : 
.1+Y5 1- 
CR 2 0 
从 而 我 们 可 得 如 下 的 定理 。 


定理 4.1.1 张波 那 契 数 为 
a _ Ta 
UD,= 衣 人 人 - 训 ( 与 相位 3】 一 
十 ， n+1 者 十 ] 
育才 (与) 
例 4.1.1 一 个 人 了 肛 = 个 台阶 的 楼 梯 , 如 果 只 人 允许 一 步 跨 一 个 
或 两 个 人 台阶, 问 有 多 少 种 不 同 的 上 楼 方式 ? 
解 - 记 n 有 a1=1, 
22=2:a3=3,a4=S, 且 一 般 地 来 说 ,mn 个 台阶 上 楼 的 方式 可 分 为 两 
类 :类 是 第， 步 路 个 台阶 ,从 而 科 下 一 1 个 阶 , 故 这 一 类 的 上 
楼 方式 数 为 a -1; 另 一 类 是 第 一 步 路 两 个 台阶 ,从 而 莘 下 一 2 个 
阶 , 故 这 一 类 的 上 楼 方式 数 为 a. -2. 从 而 得 到 递归 关系 : 
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an 一 an_1+an_2y N23. 
车 规定 ao=1, 则 这 个 递归 关系 对 n =2 也 成 立 ,从 而 恰 为 非 波 
那 契 数 列 , 由 定理 4.1.1 知 
= 上 (GE -上 (3) 
VS 2 2 
例 4.1.2 求 数列 bo, 5 52,…, 它 满足 递归 关系 : 
bn 二 bn-1+ bn-2 及 初 值 50=2,61= 一 1. 
解 由 前 面 的 讨论 , 知 
elt) ol 
由 2=60=Ci+ Cz, 
ol) 


解 得 C1 一 全 =2,C2=5+2, 于 是 所 求 数列 为 


Qn 


3) 


3 人 
-好 = 21) + + L388) 
有 2 


例 4.1.3 杨辉 三 角形 中 ,从 左下 到 右上 (这 里 最 后 一 行 取 第 一 
个 数 ,倒数 第 二 行 取 第 二 个 数 ,倒数 第 三 行 取 第 三 个 数 ,… ,直到 取 不 
到 数 为 止 ) 的 斜 线 上 二 项 式 系数 之 和 是 斐 波 那 契 数 . 即 对 于 之 0, 第 
于 个 斐 波 那 契 数 TD 满足 : Im = + Ch-1+C3-2+…+C-,, 其 中 
和 全 

证 明 对 ?0, 定 义 

Anh 1+ -zt +44, 其 中 避 = [于 再 约定 : 当 
s>m 时 ,GCG =0, 则 有 

an 一 CT+C_1I+(C att OE t+ 

为 证 a = Us,,n =0,1,2,…, 只 需 证 明 a, 与 DJ。 满足 相同 的 递 
归 关 系 :Im = Us -1+ Ur -2,an 二 Qan-1+an-2; 且 它们 有 相同 的 初 值 
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Lo=Ui=l 与 ca=al=]1, 即 可 . 
由 as 的 表达 式 ,显然 有 
ac=C=1a=Ct+C=1 故 ao 与 Un 有 相同 的 初 值 . 
又 对 mZ>2. 有 
Ge -1 十 Ga -2 一 
CoitCl -tC -at +Cr 2+C8 + 
Co th te tO ?+OF ?= 
CrCOLtO 2t +O +C8=an., 
这 证 明了 a 与 Un 满足 相同 的 递归 关系 ,从 而 a = Us,， 
n=0,1,2,…. 


$4.2 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 


一 般 她 来 说 , 佣 决 一 切 遂 归 关 系 的 通用 法 则 是 不 存在 的 (或 者 党 
现在 还 没有 发 现 ) .但 是 存在 某 些 特殊 类 型 的 递归 问题 ,对 于 它们 ,我 
们 可 以 找 出 一 般 解 法 , 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 就 属于 这 样 一 类 . 

定义 4.2.1 形 加 

flm)=arfln-l)t+arf(n -2) +t ta fln—k) 

{4.2.1) 

其 中 n= 名 ,一 1,… 的 递归 关系 称 为 常 系数 线性 齐 次 递归 关 
系 .这 里 a1,42,…,a4 均 为 常数 , 且 ak 天 0. 

因 fim) 由 前 个 值 所 决定 , 故 也 称 (4.2.1) 式 为 训 阶 的 线性 
齐 次 递归 关系 . 

例 4.2.1 g(rn)=5[g(n -1 -3g(n -2),.n=2,3,…, 不 
是 线性 递归 关系 ; 

叉 日 (n)=3H(n 一 1)+4,#1,2,…, 不 是 齐 次 递归 关系 . 

且 f(rn)=(n+3)fln 一 1)+2f(n 一 1) ,n=2,3,…, 也 不 是 
常 系数 递归 关系 . 
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14.2.1) 式 也 可 写成 如 下 的 等 价 形式 : 

0 

其 中 =&,k+1，… {4.2.2 

如 果 能 找到 h(x) 是 (4.2.2) 的 解 , 即 (x)= (rn),n=1,2， 
一 , 则 数 列 和 (0) ,CU) ,hh(2),… ,被 个 初始 秆 A 50) ,有 (1) :天 (2) ， 
人 (一 了) 唯一 确定 . 

我 们 称 方程 太一 at 1 一 arr ?一 一 -1T 一 as 一 0 为 
《4.2.1} 式 或 (4.2.2)? 式 的 特征 方程 - 特征 方程 的 上 个 根 gi ,gq2,…， 
自称 为 (4.2.1) 式 或 (4.2.2) 式 的 特征 根 .特征 祖 可 以 是 复数 ,也 不 
一 定 互 异 .但 因 a#0, 故 所 有 特征 根 都 非 零 . 

例 4.2.2 递归 关系 f(n)=f(n 一 1)+ f(n 一 2) 的 特征 方程 
为 :x?- 工 -1=0, 它 的 两 个 特征 根 为 
1 和 1 


g 

定理 4.2.1 设 g 是 非 零 复数 , 则 名 (nn)= 9" 是 递归 关系 
[4.2.1) 式 的 解 , 当 目 仅 当 4 是 它 的 特征 根 . 

证 明 h(n)= gq 是 (4.2. 了 DD 式 的 解 , 当 且 仅 当 对 所 有 的 mn 之， 


有 


gag a + a 


即 gag larg 2 ag 0. 
因 g 子 0, 均 当 n 之 k 时 .上 上 式 等 价 于 

a ag gd a = 0. 
故 得 ,h(n)= g" 是 递归 关系 (4.2.1) 的 解 , 当 且 仅 当 g 是 它 的 特征 
祖 . . 
注 【1) h(n),ha(x),… h(n) 是 (4.2.1) 式 的 z 个 解 , 且 
C1,C2,… ,Ct 是 : 个 常数 , 则 易 知 : 

HCOn)=Cihy(n)+ Cah2(n) 一 …+ Ch(n) 也 是 (4.2.1) 的 一 

个 解 . 

{2) 特别 ,车 91,92,…, gs, 是 个 特征 根 ,G1,C2,… .Cs 
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是 个 常数 , 则 

H(n)=Cigf+ C2g3+… + Cudg 是 (4.2.1) 式 的 一 个 解 . 

(3) 一 个 具有 个 任意 常数 Ci,C2,… ,Cs 的 表达 式 H(n) ,如 
果 满 足以 下 两 个 条 件 :对 于 C1, C，,…,C, 的 任意 选择 , H(n ) 都 是 
(4.2.1) 式 的 解 ; 对 于 (4.2.1) 式 的 任 一 个 解 ,都 可 以 通过 对 C1, C2， 
…, Cs 的 适当 选择 而 获得 . 则 称 五 (” ) 是 (4.2.1) 式 的 一 个 通 解 . 

定理 4.2.2 设 递归 关系 (4.2.1) 式 的 特征 根 qj,q2,… ,qs 两 
两 互 异 , 则 HH(n)=Cigi+ C294+… + Cage 是 (4.2.1) 式 的 通 解 ， 
其 中 C1 ,C2,…, Cx 为 任意 常数 . 

证 明 互 (z) 是 (4.2.1) 式 的 解 是 显然 的 . 故 只 需 证 明 对 
(4.2.1) 式 的 任 一 解 h(n) 都 可 通过 适当 选择 常数 Ci,C2，…Ck 之 
值 而 值 


H(n)=h(n),n=0,1,2,.,h 可 . 

因为 HH(n) 和 h(n) 都 满足 同样 的 递归 关系 , 故 仅 需 使 前 个 
值 彼此 相等 即 可 ,为 此 令 

h(0}=H(0)= Cit+ Cat + Ci, 

h(1)=H(1)= Cig1+ Cag2 +t" + Cugk， 

h(R-1)=H(k-1)=Cigh t+C2gs i+ + Ck!, 

这 是 一 个 关于 外 个 未 知 数 C1,C2,…, Cs 的 个 方程 的 线性 方 
程 组 ,其 系数 行列 式 为 ; 


| 1 1 1 
poi 于 qi 
gq! 人 


因为 g, 关 qj(i 考 站 ,所 以 DD 关 0. 从 而 方程 组 有 了 唯一 解 C1, C2， 
…, C4 ,定理 即 得 证 明 . 
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例 4.2.3 求 递归 关系 
H(n)=2H(n -1)+H{n -2) -28(n -3),n =3,4,…, 满 
是 补 值 :有 (0)=1,H(1) =2,H(2)=0 的 解 ， 
解 ”该 递归 关系 的 特征 方程 为 : 
z3-2z2 一 工 +2 = 10， 
其 特征 很 为 1, -1,2, 于 是 
HH(n)= Ciln+Cz(-TDr-Cs'2" 即 是 该 递归 关系 的 通 解 ， 
选择 常数 C1, Co, C3 ,使 其 满足 初始 条 件 ; 
百 (0) = Ci+ Ca+Cas= 工 
H{1}= Ci- Cs+2C3=2 
H(2) = Ci+ Ca+4C3=0. 


解 之 得 :C1=2,C2= - 季 ,C3= 一 
于 是 所 求 的 解 为 
h(n)=2-3( -D2". 


例 4.2.4 由 3 个 字母 ac 构成 长 度 为 4 的 词 在 一 个 通信 
通道 中 传送 .要 限制 待 送 的 词 中 没有 两 个 a 柜 继 出 现 , 试 确定 通讯 
通道 中 允许 的 词 数 h(n}. 

解 对 每 一 个 给 定 的 数 ,将 h(n) 看 成 数列 六 (1) ,站 (2)， 
(3),…, 有 h(n),… 中 的 一 项 ,来 求 数列 的 解 . 

由 简单 计算 可 得 ， 

(1) =3, 即 有 3 个 词 :a ,bei 

大 (2) =9, 即 有 8 个 词 :ab ,ac ,55 ,Bc,ba:ca,cb,cc. 

当 a 之 3 时 ,可 分 两 种 情况 : 

(1) 荐 该 词 的 第 一 个 字母 是 b 或 c, 则 该 词 可 用 及 (n 一 1) 种 方法 
补 全 .此 时 共有 2h(ln 一 1) 个 词 ; 

(2) 若 该 词 的 第 一 个 字母 是 a , 则 第 二 个 字母 必 为 6 或 c, 从 而 
可 由 记 (n 一 2) 种 方法 将 其 补 全 .此 时 共有 2h(n - 2) ,于 是 有 递归 关 
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1 
3， 


系 : 
h(n)=2h{n 1) +2k(n —2),n =3,4,.°. 
其 特征 方程 为 ”7? 一 2x ~ 2 =0, 求 出 特征 报 为 : 9; = 1 +y3， 
92=1 一 J3, 于 是 通 解 为 : 
Hla)=CAl+Y3)" + Cl 43)" ,n=3,4,.. 
再 由 初 苔 条 件 , 可 得 
CI+I+ Cz1- 司 )=3， 
Cul+/3P+ Cl ~y3):=8, 


解 之 有 
_2+y3 ,2+y3 
1 
雁 而 
0 了 oa- 4)n， 
=1.2,3,. 
上 面 计 论 二 特征 方程 无 重 根 时 的 情况 ,而 当 特征 方程 有 重 根 时 ， 
我 们 可 作 如 下 讨论 : 
考虑 着 妇 关 系 
Hln)=atH(n 1)~aH(n -2) + +anH(n— gk) 
其 中 a8 才 0 ,n= 外 二] 一 2,.…， (4.2.3) 
英 特 征 方程 为 : 
plr)=7 ar la ra =0, 


且 p(x) 的 不 同 特征 根 分 蜀 为 91,g2,…， gx 其 重复 数 分 别 为 
有 如 下 的 定理 . 

定理 4.2.3 若 g 是 递归 关系 (4.2.3) 的 特征 方程 的 mm 重 根 ， 
出 下 而 m 个 表达 式 ; 

HOn)=g ,Hn)=ng .Hn)=n” lg 

都 是 训 有 关系 (4.2.3) 的 和 

证 明 对 m 作 归 纳 法 . 
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m =1 时 ,由 定理 4.2.1 知 结论 正确 . 

m4 一 2 时 ,(4.2.3) 式 特征 方程 为 

plz)=(x-q)p(z),H(r -gq,p(7))=1 

再 令 

pr(x)=x* tp(r)= 

a a a 
又 因 g 隆 0, 知 9 仍 是 p, (x) 的 二 重 根 ,从 而 g 必 是 p(x) 的 导数 
p(T)=ne ta) il 的 根 , 显 
然 还 是 zp (zx)= nr 一 a1(n 一 1)}x* 1 一 … 一 Qa4(n 一 上 )zr" 的 
根 ,这 表明 

ng"=ai(n —1)g" +as(n —2)g" ?+ +ta(n—k)g" 
亦 为 递归 关系 (4.2.3) 式 的 解 ,于 是 : 

HH(n)=g”,H(n)=ng" 都 是 (4.2.3) 式 的 解 , 即 定理 对 rm =2 


LE 


的 情形 成 立 ; 
归纳 假设 mx =s 时 定理 成 立 ， 
则 当 m=s+1 时 ,有 


plz)=(z—g) lig(r), A((r -gq9),9(r))=1, 
同样 令 ”pslx)=z” 幼 (x), 对 加 (7) 再 次 进行 下 面 的 运算 : 
记 zp (xz)= Ui(x), 则 g 是 Ui(z) 的 : 重 根 , 青 记 xU'(x) 
=U2(z), 则 4 是 U2(z) 的 ;一 1 重 根 ,…… ,最 后 记 zU -ixz) 一 
U(xz), 则 g 是 UU,(x) 的 1 重 根 ( 即 单杠 ). 


由 运算 过 程 易 知 
UNCeJ = nr ain a 
这 表明 

ng" =an — lr IT 十 GE 一下) *, 
归纳 法 完成 


定理 4.2.4 在 (4.2.3) 式 及 其 下 面 所 做 的 假设 条 件 下 ,有 如 下 
结论 :(4.2.3) 式 的 通 解 为 
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H(n)=Hi(n)+ H2(n) + + Hi(n), 
其 中 Hi(n)=(G1+nC2+ nO3t "tn Cim, }o?, 
j=1,2,.,2. . 
提示 显然 ,对 于 每 一 个 j=1,2,…,t 及 Cii,Ci2,…,Com 的 任 
意 选择 ,所 给 表达 式 均 是 递归 关系 (4.2.3) 式 的 解 .从 而 要 证 上 式 为 
(4.2.3) 式 的 递 解 ,只 需 证 明 相 应 的 系数 行列 式 ( 分 别 取 x = 0,1,2， 
…, 此 一 1 即 得 关于 Ci 的 线性 方程 组 ) 非 零 即 可 .具体 证 明 从 上 略 . 
例 4.2.5 解 满足 初 值 条 件 H(0)=1,H(1)=0,H(2)=1, 
互 (3) =2 的 递归 关系 
H(n)= -Hl(n—-1)+3H(n -2)+5H(n —3)+ 
2H(n —4),n=4,5,6,.…. 
解 ” 此 递归 关系 的 特征 方程 为 
r+r-3r2-5r -2=0, 
其 特征 根 为 -1( 三 重 ),2( 单 模 ). 
从 而 得 通 解 
H(n)=(Ci+nCs+ nC3)( -1)" +2"C,. 
将 初 值 条 件 代 人 , 即 得 
Cit+ Ca= 1, 
-C1i- C1- C3+2C, =0, 
Cit+2C2+4C3+4C4=1, 
-Ci~3C2 -9C3+ 8C4 = 2， 


解 之 得 
C1= 训 ,Cz= 一 名 ,C3=0,C4= 凶 ， 
于 是 所 求解 


Hm)= (本 -时 -1D"+ 间 ,2 
例 4.2.6 求解 Us=Us-1- Us-2, 且 Ui=1,Uo=0. 
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解 特征 方程 x? - = + 1=0, 得 特征 要 gt = 13 4; = 


二 ;, 这 是 一 对 共 映 复 根 .由 定理 4.2.2 知 所 求 通 解 为 : 
v= (1 + CLE) 


再 代入 初 值 条 件 可 得 , Ct -六 :C= 
+ 
于 是 得 


i 
了 


一 mm 了 
9 
本 例 中 得 到 的 通 解 U。 = Ciet+ C2q4, 式 中 gl,g2,CuCz 均 为 
复数 ,我 们 可 用 以 下 方法 将 其 化 为 实数 形式 . 
事实 上 ,由 欧 拉 公式 g1=p'ee ,ga=pve 23, 于 是 
Us = Cig et Copr re -m0 
Cip’ (cosng + isinnd) + C2ap" (cosnd — isinnd) = 
PpP'(C1+ Ca)cosnb + Cr — C2)sinngd. 
又 可 设 Ci、C: 为 共生 复数 ,Ci= 全 3 进 , Ci= 么 与 坦 , 则 Ci- 
Ce=A4A,Ci- C2- -二 , 这 样 可 得 局 horend + Bp sinag 
这 相当 于 对 单 重复 根 91、g2 分 别 有 特 解 p*cosn9 和 prsinn6 ,而 
4 、B 是 两 个 任意 的 实 常数 . 


对 于 本 例 ,qj = 上 3 ,1 


2 
(好 p=1,0= 竺 ). 
从 而 Us=A.1mocos 这 +B1 vsin 3 


代 和 初始 条 伯 U1=1,U0=0， 
解 得 4 =0.3=243， 


.67 、 


故 Un。 -32sn 至 ， 

本 例 体 瑰 的 方法 具有 一 定 的 普遍 意义 , 即 : 如 果 特 征 方程 具有 一 
对 共 瑟 单 根 , 则 可 取 特 解 为 o"coszg 和 wp"sinn9( 其 中 共 固 根 为 91 = 
p'es 和 g2=p"e ”); 如 果 特征 根 为 共 固 二 重 根 , 则 可 取 4 个 特 解 为 
pcosng ,p'sinng ,np"cosn9 .nonsinng; 如 果 特 征 根 为 共 斩 上 重 根 ， 
则 可 取 2k 个 特 解 为 p"cosn9, p"sinn9, np"cosnb, np"sinnd ,…， 
ntl 


proosng ,和 nt “Ip"sinng. 


$4.3 和 迭代 和 归纳 


前 面 我 们 讨论 了 解 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 的 一 般 方法 ,但 在 
实际 应 用 这 种 方法 解决 实际 问题 时 , 常 遇 到 下 面 的 困难 :首先 在 于 求 
特征 方程 时 要 求解 .一 个 代数 方程 ,其 次 在 解 初 值 问题 又 要 解 一 个 线 
性 方程 给 当 递 娄 关 系 的 阶 上 很 大 时 ,往往 是 很 图 难 的 事 . 另 外 , 当 
递归 关系 不 是 常 系数 线性 齐 次 的 至 今 还 没有 普遍 适用 的 方法 .本 节 
我 们 通过 典型 问题 的 举例 来 说 明 解 递归 关系 的 两 条 一 般 途 径 , 选 代 
和 和 归纳 ,在 实际 问题 中 .它们 有 相当 的 适用 范围 . 

例 4.3.1 印度 北部 佛教 圣地 拿 勒 斯 神 庙 一 钢板 上 插 有 三 根 宝 
石 针 .传说 楚 天 神 在 其 中 一 根 针 上 串 放 着 64 片 大 小 不 同 的 金 片 ,大 
的 在 下 ,小 的 在 上 .一 借 倡 移动 金 片 ,每 次 移动 一 片 , 旦 中 间 过 程 只 允 
许 大 片 在 下 ,小 片 在 上 ( 金 片 必须 放 在 某 一 根 宝 石 针 上 ). 天 神 说 , 当 
6 片 金 片 全 都 从 第 一 根 针 串 放 于 另 一 根 针 上 时 ,世界 将 在 大 爆 省 中 
消灭 ,天 神 将 来 拯救 人 类 - 

解 不 护 设 三 根 宝石 针 分 别 为 A、B、C, 且 更 一 般 地 将 金 片 数 
目 设 为 =”, 先 来 建立 把 ”个 金 片 从 A 移 到 C 的 移动 次 数 的 递归 关 
系 


对 于 m=2. 用 A(i) 表 示 A 针 鞋 有 第 i 片 金 片 ,4 四) 表示 及 
针 上 有 第 ij 片 金 片 ,i ,j=1,2. 并 记 妨 (0) 表 示 A 针 上 无 金 片 . 则 
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可 将 具体 移动 步 综 表示 如 下 : 
[A(1,2),B(0),C(0)}™>{A(2), BL), C(O0)1 
[A(0),B(1),C(2))-*(A(O) ,BO), C1,2)) 

即 n=2 时, 共 移 动 3 次 即 可 . 

再 看 wn =3 的 情形 . 
[A(1,2,3),B(0) ,C(O >(AC2,3),B(0),C(1)) 
一 [4A(3),B(2) ,CD]>[4(3),B(1,2),C(00)] 
[A(0),.B(1,2),C(3)) >(A(),B(C2),C(3)] 
>{A(1),B(0),C(2,3))-*[AC(O),B(O),C(,2,3)) 
即 n=3 时 , 共 需 7 次 . 

n 二 3 时 的 移动 步 又 可 表示 为 : 
[A(1,2,3),B(0),C(0)] 3 站 [4A(3),B(12),C(0)] 


[A(0),B(1,2),C(3)] (A(0), BO), C1,2,3)). 
如 果 A 针 上 有 一 1 片 金 片 将 其 移 到 C 针 上 的 次 数 为 U1 
则 4 针 上 有 片 金 片 移动 C 针 上 的 次 数 可 如 下 得 出 ; 
{4(1,2，…,z),B(0),C(O) 
UU,-! 次 
[A(n),B(,2,. ,7 —1),C(0)] 


CACO), BO2, ,nD) ,Cn)) 
-1 次 


[4A(0).B(0),C(1,2，…2z). 

车 将 = 个 金 片 4 移 到 C 的 次 数 记 为 U, 次 ,由 上 面 可 知 :可 先 
把 前 n ~1 片 从 A 移 到 日 ,这 需 U-1 次 ;再 将 第 n 片 从 A 移 到 世 ， 
这 只 需 一 次 ;最 后 再 将 B 上 的 a 一 1 片 移 到 C ,这 也 需 U, - ,次 (每 次 
均 要 保持 小 片 在 上 而 大 片 在 下 ) ,从 而 可 有 如 下 递归 关系 : 

Un= Us-t+1+ U1=2Un -1+1, 
满足 初始 条 件 : U1= 1, U2=3. 

显然 ,Us =2D。 -1+1 是 二 阶 线性 非 齐 次 递归 关系 , 非 齐 次 项 
为 0 次 多 项 式 ,可 用 如 下 的 方法 将 其 化 为 线性 齐 次 递归 关系 : 


. 69. 


由 Un=2061+1>U, TI=20 2+1 
将 上 面 两 式 相 减 , 即 得 
Dh, =3U; -1 ~20U, 2， 
其 特征 方程 为 :zz- 3z +2=0, 得 特征 根 g1=2,g21, 于 是 得 
Os =C02" + C2 =2nC1+Ca. 
利用 初始 条 件 可 得 C1=1,C2= -1, 从 而 得 所 求 递 归 关 系 的 解 


为 :Un =2* -1、 


再 回 到 本 题 中 的 神话 上 ,将 64 片 金 片 按 要 求 从 A 针 移 到 C 针 ， 


要 移动 25 一 1 次 .如 果 按 代 侣 每 秒 移动 一 次 来 计算 ,也 需要 5845 亿 
年 完成 这 件 工作 , 故 即使 是 完全 相信 这 个 传说 的 人 ,也 大 可 不 必要 心 


击 界 爆炸 的 问题 了 . 

例 4.3.2 设 a441=2an+ (n+1),al=2, 求 a, 的 一 般 表达 
式 . 

解 由 ali=2a+(n+l)》, 得 co=2a。 1+n， 

两 式 相 减 可 得 au+i=3ar 一 2a。1+1， 

即 叉 有 

Aan+1=3an -2ar-1+1 与 au=3ar_ 1-2an -2+1, 

再 将 两 式 相 减 , 即 得 ar+i=4a,- 5an -1+2au-2. 

特征 方程 zs-4zr2+Sz 一 2=0, 特 征 根 :ri=2,92=93=1 ,于 
是 可 知 


Ga 一 2nC1i+C2+MHC3. 
再 由 题目 所 给 条 件 ,al= 2, 并 由 题 设 求 出 az = 6,a3 = 13 ,可 定 


出 Ci= 六 ,C= 一 2,C3= -1, 故 co=35'2" 1-n 一 2. 


例 4.3.3 解 递归 关系 
H(x)=H(n 一 1)+n3,n==1,2,…. 初 值 H(0_=0. 
解 ”迭代 这 个 关系 ,可 以 发 现 
Hin)=H(n~l)+n3= 

五 (aa 一 2)+ (一 1)3+ za3 一 
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H{n 一 3 二 (一 2)3 二 (天 一 1)3 十 下 一， 一 
FL)T23+33 十 和 十 … 下 3 一 
HOO BPR+ tn 1)i+n3= 
卫 十 23 二 33 二 二 (一 1)3+m3， 
即 当 ”之 1 时 ,下 (= ) 是 前 x 个 正 整数 的 立方 和 .我 们 可 用 下 面 
的 方法 来 找到 一 个 简单 的 求 和 公式 :利用 递归 关系 ,计算 Hz ) 的 前 
xt 个 值 ,再 利用 前 = 个 正 整数 的 求 和 公式 ,可 得 : 
H(O =0=®, 
H(D=H(0)+1=0+1= 12， 
HY=H(D)+2=1+8=9= (1+2)’, 
H(3)=H(2) +3=9+27=36= (1-2+3)’, 
H(4)=H(3)+4=36+64=100=(1+2+3+4)?, 
H(S}=H(4) +5=100+125=225=(1+2+3+4+5)2. 
由 此 可 猜测 如 (* ) 适 合 公 式 : 
HUD (1+2+…+aj2= 王 人 
对 此 ,可 用 归纳 法 证 明 如 下 : 


Hln+1)=HO) + (n+ l= tnt 1) + (n+1)= 
了 (n+D2(n2+4z +4)= 
Fn + Cn +2). 

例 4.3.4 给 定 a 个 实数 41,42,…,a, ,它们 的 乘积 有 多 少 种 

不 同 的 方法 形成 ? 

解 设 六 =) 表 示 形 成 ”个 数 之 积 的 方法 数 ,za =1,2,3,…. 

先 计 算 一 下 ”= 1,2,3 的 情形 . 

显然 ,= =T 时 ,Al)=13 

=2 时 ,f(2)=2 即 ctaz 和 aaait 

2a=3 时 ,3)=12 有 如 下 12 种 方法 : 
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(ala2)asvalkaezas),fala5i)azyal(a3a2)， 
《aaa1)asiazfaeiaiy,(az2as)atazasal)， 
(esal)az,as(alaa),(aiaz)elvaatae2al)， 
一 般 地 ,我 们 可 用 如 下 方法 获得 * 个 数 a1,42,…,a， 的 积 ,在 
一 工 个 数 alyaz,…,an-1 的 乘积 中 揪 人 a; ,这 有 如 下 几 种 添加 方 
法 ; 
(1) 在 a1.42,…,an -的 乘积 之 前 怨 以 es 
(2) 在 ai'az,…van-i 的 铺 积 之 后 乘 以 as; 
(3) 将 a 从 任何 一 边 乘 以 获得 ct,az,……a -1 之 乘积 的 一 2 
个 乘法 中 任何 一 个 因子 ， 
对 于 a1,42,… ,4a -1 的 乘积 的 每 一 种 形成 方法 .显然 (1 及 (2》 
的 插入 法 各 有 一 种 ,(3) 的 插入 法 有 4(x 一 2) 种 ,这 可 从 下 例 看 出 : 
取 x = 二 6,&1,42,43,44. 845 的 一 种 取 定 的 乘法 形成 方式 为 
(alezlf(eiey)a5], 共 有 6-2=4 次 乘法 , 任 取 其 中 的 一 个 乘法 ,如 
aac2, 则 有 4 种 不 同 的 方法 将 ss 添加 到 这 个 冬 法 中 去 , 即 为 : 
{aeat)a lalas)a2, 
al(ate2) ,a1la2as). 
又 如 考虑 usa4 与 es 的 乘法 (这 里 将 a3a4 看 作 整 体 ) ,也 有 4 种 不 同 
的 方法 将 a6 添加 到 这 个 乘法 中 去 , 即 为 : 


(as(aae4))ass((asaa)a6)esy 


《aaad)(asesjv (aya4) tasae)s 
这 些 添加 方法 都 不 改变 原来 的 两 个 因子 之 间 的 先后 关系 . 因此 ,我 们 
可 知 f(x ) 满 足 递归 关系 : 
fln}=(2+4(n -2) f(a -=(4n -6 Fn -1), 
n=2,3,4,-". 
再 根据 初始 条 件 (1) =1, 我 们 用 挝 代 法 求 递归 关系 
了 (nn)=(4n 一 6)f(n 一 1) 的 解 . 
Flan)= {4a -f(x -l= 
四 12 四 


(42 一 6)(4z —10)f(n 一 2) 一 
(4n—6)(4n —10)(4n —14)F(n —3)= 
{4n 一 6)(42 —10)(4n 一 14)…6.2.7(1) = 
2 1(22 —3){2n -SY}(2n -7).…3.1= 
2" 7 12n-2)! 
(2n —2)(2n —4)4.2™ 
{2 一 2)1 
《一 二 
例 4.3.5 平面 上 有 n 条 直线 , 任 两 条 不 平行 , 任 三 条 不 交 于 一 
个 点 . 问 共有 多 少 个 交点 ? 
解 设 这 = 条 绒 符 合 要 求 的 交点 有 Am ) 个 . 
显然 ,h(2)=1 为 初始 条 件 . 
从 这 = 条 线 出 发 ,再 添上 第 + 1 条 直线 , 则 新 添 的 线 与 前 = 
条 中 每 条 交 且 仅 交 于 一 点 ,所 以 有 : 
到 (n+1)=A(n)+n = 
hln-l)+(a~1)+n=.= 
hl2)+2+3+°+in 1)+n= 
1+2-3+.+(n -1)ftn= 


ntn ~ 1) 


=(n -DD! Cl. 


2 
例 4.3.6 半 面 上 有 n 条 直线 , 任 两 条 不 平行 , 任 三 条 不 交 于 -一 
个 点 - 问 这 样 # 条 直线 分 割 平面 成 多 少 个 不 闻 的 区 域 ? 
解 设 条 直线 所 成 的 区 域 数 为 g(x). 
显然 ,g (1)=2,g(2)=4. 
当 添 加 第 ” + 1 条 直线 时 ,相当 于 在 这 第 "+ 1 条 直线 上 添加 ” 
个 点 ,把 此 直线 分 成 a -1 个 线段 以 及 2 条 射线 ,它们 恰 为 新 区 域 的 
边界 , 故 有 递归 关系 ; 
gnt1)=g(n)tn+1, 
从 而 gtntl)=g(n)t+nt1l= 


gln-1)+t+nt(n+1)=."= 
gC)+2+3+.+n+ (n+1)= 
2+2+3+… 十 于 十 (下 十 1 一 
1 +DCa+2， 


$4.4 ”差分 表 


本 节 主 要 利用 差分 表 将 一 个 数 z 的 正 整 数 次 容 表 示 为 广义 的 二 项 
式 系 数 之 和 ,并 进而 利用 这 种 关系 来 计算 前 ” 个 正 整数 的 次 寡 之 和 . 

考虑 定义 在 整数 集 ( 也 可 以 为 实数 集 ) 上 的 一 个 函数 王 ,为 说 明 
方便 ,不 妨 先 考虑 ; P(z)=2z2+3z +1 为 多 项 式 函数 . 

对 于 z=0,1,2,…, 计 算 P(z) 之 值 ,并 把 它们 排 为 一 行 , 称 之 
为 第 0 行 .在 下 面 的 一 行 , 即 第 工行 , 列 出 相 邻 两 项 之 差 ,AP(z) = 
P(xz+1) 一 已 (z) 定 义 一 个 新 苑 数 AP, 则 当 工 =0,1,2,… 时 ,所 得 
之 差 即 为 AP(z ) 之 值 ,我 们 称 AP 为 P 的 一 阶 差分 . 

接 下 来 ,在 第 二 行 中 列 出 第 一 行 中 相 邻 两 项 之 差 ,并 定义 
A2P(z)=AP(z +1)-AP(z), 称 为 P 的 二 阶 差 分 ,如 此 继续 添加 
各 行 于 表 中 , 即 可 得 到 如 下 的 表 ; 

1 6 15 28 45 66 9 … 
5913 17 21 25 ~ 
44444 ，… 
0000… 


称 上 面 的 表 为 函数 PP 的 差分 表 . 

定义 4.4.1 给 定 函 数 已 , 记 AP= 卫 , 且 对 大 21 定义 Atp 如 
下 :1P(z +1) -At 1IP(z)》 则 称 AtP 为 P 的 阶 差分 . 

显然 若 差分 表 中 某 一 行 全 为 0, 则 相继 的 下 一 行 也 一 定 全 为 0， 
因此 没有 必要 再 往 下 列 . 
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定理 4.4.1 差分 算 子 A 是 线性 算 子 . 

证 明 设 a .为 常数 ,六 g 为 两 个 函数 , 则 有 
Alaf + bg)(r)= 
(af + bg)(r+1)~ (af+bg)(r)= 
af{z+1)+be(r+1)-af(x)—bg(r)= 
alf(z+1)- f(z) tolg(r+1)-g(7))= 
aAf(r)+bAg(z)= 
(aAf +bAg)(r). 

定理 4.4.1 很 容易 推广 到 多 个 函数 的 线性 组 合 的 差分 . 

下 面 讨论 n 次 多 项 式 P 的 差分 的 人 性质 ， 

车 n=0, 则 也是 常数 ,从 面 AP=0. 

车 =, 之 1, 则 


AP(x)=A(zt)= (+1) a= SC 


是 一 个 一 1 次 多 项 式 . 
故 对 于 任意 的 n(n >0) 次 多 项 式 


P(rz)=anr +an-tr" I++Qalz+agf(an 天 0) 
AP(z)=A(ant tar- tT It tarr+an)= 


QnAr* + an_1AX" 1 二 十 CIAZ 


是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 . 
定理 4.4.2 设 Plr)=anr"+an-1z* 1+…+ar+ao 是 一 
个 次 多 项 式 , 其 中 as 天 0, 则 已 (z) 的 +1 阶 差分 恒 等 于 0. 
证 明 每 取 一 次 差分 ,非常 数 多 项 式 就 降低 一 次 次 数 , 从 面 = 


次 多 项 式 PP 的 n 阶 关 分 A"P 必 为 常数 . 从 而 的 n +1 阶 差分 


Ar+lPp=A(ArP) 必 恒 等 于 0. 


为 了 下 面 讨论 的 需要 ,我 们 先 给 出 多 项 式 的 两 个 基本 性 质 : 


性 质 1 ”如果 对 于 无 穷 多 个 互 异 值 x ,多项式 P(z) 之 值 均 为 
0, 则 P(z ) 恒 等 于 零 多 项 式 ; 
性 质 2 如 果 忆 (x) 和 Q(z) 都 是 次 数 不 超 过 = 的 多 项 式 , 且 
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Plz) 和 QLz) 在 x +1 个 不 同 点 上 之 值 相同 , 则 对 任何 xz, 恒 有 
Plx)=Q(x). 
例 4.4.1 给 定 差分 表 为 
24 br de 
i rs tu 
3 hi 


试 确定 由 差分 表 所 决定 的 多 项 式 P(x ). 
解 ” 由 差分 表 的 意义 , 即 可 求 出 
a=1lr=2,h=3,w=0,y=0,.., 
b=3.s= 5,k =3.7 = 0 
于 是 可 得 差分 表 
2138 16 2 … 
-1 25 8 11 
3 33 3. 


从 而 知 由 上 述 差分 表 得 到 的 多 项 式 为 二 次 多 项 式 ， 
且 Pt0)=2,P(1)=1.P(2)=3, 设 
P{zx)=azr?+bz+c, 将 上 面 三 值 代 人 即 可 求 出 


Plz)=2r -r+2. 

事实 上 ,整个 函数 的 差分 表 可 由 它 左边 斜 列 完全 确定 . 

于 茄 考虑 差分 表 左边 斜 列 上 第 i 个 元 素 为 1( 从 左上 和 角 依 次 为 第 0 
个 ,第 1 个 ,…), 而 其 余 元 素 全 为 0 的 情形 ,并 找 出 其 相应 的 多 项 式 P:- 

对 于 :=3. 得 差分 表 为 
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00014 10 20 和 … 


不 难得 出 Pa(z)= Ci (2 二 也 (二 3) 
可 以 征明 ,Pi(z)= 必 ， 
事实 上 , 列 出 P,(z)= 心 的 差分 表 , 可 知 :第 0 行 中 第 0 个 ,第 1 
个 ,…, 第 i 一 1 个 元 素 均 为 0, 代 而 差分 表 左 边 斜 列 的 第 0 个 ,第 1 
个 ,…, 第 i 一 1 个 元 素 全 为 0; 且 左边 斜 列 的 第 i 个 元 素 必 等 于 第 0 
行 上 的 第 ; 个 元 素 , 即 P.(i) =G =1, 因 此 ,Pi(z) = 是 i 次 多 项 
式 ,从 而 自 第 ; + 1 行 起 ,差分 表 上 元 素 全 为 0, 因 此 P;(z)=C: 的 差 
分 表 之 左边 列 上 的 元 素 除 第 i 个 为 1 外 ,其 余 的 全 为 0. 
注 :这 里 C = 一 由 (+ 
由 电 上 狠 述 及 差分 的 线 性 性 质 , 我 们 有 : 
定理 4.4.3 ”如果 多 项 式 P 的 差分 表 左边 斜 列 的 元 素 依次 为 
ddd 0,…0，……, 则 
PP(zD) 一 aoC + dCl + dl. 
例 4.4.2 对 Plr)=z?+2r? 一 3zx +2, 列 出 差分 表 . 
22 12 38 86 … 
0 10 26 8 … 
10 16 22 … 
6 6 
0 B-. 
我 们 有 P(z)=2Po(r)+0PIz)+10P2(z)+6Px(z)= 
2+10C2 +6C3 


定理 4.4.4 如 果 P 是 n 次 多 项 式 , 其 善 分 表 左 边 斜 列 元 素 依 
次 为 dd,…, dx:0,…,0,…， 
则 PIO+PID) + +P(lm)= 

BPE)= AdoCh+it dC tt + drCh ny. 

证 明 注意 到 组 合 数 公式 

SC = +r Ct tC = Ot 
从 而 由 定理 4.4.3 可 得 

Plz)= do + dC + tdaCs, 

于 是 SP()= Sach diCH+ 中] 一 


ac cr= 
doCh HT 十 CC 二 CC 和 
利用 定理 4.4.4, 可 对 任 一 多 项 式 PLz) 计 算 和 式 P(0}+ PC1) 
+…+P(m)= 久 P+) ,并 进而 计算 前 x 个 正 整数 的 & 次 等 之 和 
例 4.4.3 求 和 芋 +22+…+ m2,m 为 正 整数 ， 
解 令 Plz)=zr?, 则 得 差分 表 
0149 16 25 
13579 


这 里 do=0,d;=1,d2=2,d3=0,…… 

于 是 由 定理 4.4.4, 得 
卫 十 22 十 … 十 现 ?EP(s)= 
doCh +1+ di + dC +1 = 


m+ Dm(m~ 1 
3°2°1 


.78. 


mlm + D (2m +1). 


例 4.4.4 求生 -23+…+m3,m 为 正 整数 . 
解 令 P(x)=xz3, 则 得 差分 表 
01 8 27 6 125 216 
1719 37 61 91 
6 12 lg 24 30 
666566 
000 


于 是 有 B+2t m= BP)= 
doCh tt IC +1+ dCh +1 + diCh, +1= 
Ch te tm + De , 
5m+tD(m- Dm -2 
好 


-| 


Tm(m =1)=[2 + 
(1+2+3+.+m), 
例 4.4.5 求生 ~24+… + x4, we 为 正 整 数 . 
解 令 P(z)= zx*, 则 得 差分 表 
0 1 16 81 256 625 
1 15 65 175 369 .~ 
14 50 110 194 
36 0 84 
24 24 
0 


mimi1)(2+4Cm 1)-(m-1)(m -2))]= 
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从 而 可 得 。 衬 “= 六 PCD)= 
CE rt 14C3, +1+ 36C4, 41+24C5, 41= 


计 mGm+D+ 计 (m+)m(m ll) + 


wn 


tm +lD)m(m—1)t{m—2)+ 
证 (m +l)m(m -1)(m—2)(m—-3)= 


坟 m mt (2m rl) (m+ 3m 1). 
用 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 对 任何 正 整 数 ， 各 计算 1" +2" + 
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习题 四 
1. 设 Uo,Di Da,…, 为 斐 波 那 韶 数列 ,通过 对 较 小 的 x 值 计 
算 下 面 每 一 个 表达 式 ,猜测 一 个 一 般 的 公式 ,然后 用 数学 归结 法 证 明 
之 . . 
(1) Ut Da+ +t Um-1s 
£2) Uot Uate+ Uan; 
£3) Do- U:+tU2 +(—1) 0,. 
2. 解 满 足 初 值 co=0 和 a1=1 的 递归 关系 ,a, 4a _2:n = 2， 
3，4，… 
3. 解 浇 足 初 值 f(0) =0,7(1)=1,f{2) =2 的 递归 关系 
fln)=f(a -1 +9f(n —2) —9f(n -3)in =3,4,5,.. 
4. 解 满 足 初 仁 H(0) = 一 1 和 五 (1) =0 的 递归 关系 
Hln)=8H(n —1)+6H(n —2) ,n=2,3,4,.. 
5. 解 满足 初 值 上 (0) =1,(1) =0,h(2) =0 的 递归 关系 
h(n}=3k(n 2) -2h(n~3), n=3,4,5,.. 
6. 解 满足 初 值 bo=5,p1= 1,52=1,53=2 的 递归 关系 
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名 一 Sb 1665 2 一 4 3 二 SO 4 一 4.G 
7. 求解 下 面 的 递归 关系 

{ly HGO=3Hr 一 TD =123… HO=1; 
2) Cai=ACOn -Dnt3,n=1,2,3, fF(0)=2; 
(3) hin)=—Ah{r -1)+t1l.n=1,2,3,. kh(O0)=1:; 
(4) F(an)= -F(an- D+2,n=1,2,3,. F(0)=1; 
{5) CGO(a)=2G(2 -D+1,n=1,2,3, GO)=1. 


8. 设 P(z)=2z2+z+3, 求 2P(0) 


9. 设 Ptz)=2z3-3z2+2z+1, 求 号 P(0). 

10. 设 P(z) 是 一 个 三 次 多 项 式 , 目 在 P(z) 的 差分 表 中 第 0 行 
的 前 4 项 为 :1, -1,3,19, 试 确定 P(x), 并 计算 2P(7). 

11. 求 出 计算 如 1: 的 一 个 公式 . 


12. 如 果 一 个 多 项 式 的 = +1 阶 差分 伍 等 于 0, 证 明 这 个 多 项 式 
的 次 数 最 多 为 %. 
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第 五 章 母 函 数 


现在 我 们 已 得 到 了 解决 组 合计 数 问题 的 一 些 方法 ,从 基本 的 加 
法 原理 和 乘法 原理 出 发 ,导出 了 许多 排列 和 组 合 的 公式 ,证 明了 容 斥 
原理 并 将 其 用 于 不 同 的 计 孝 问题 .第 四 章 我 们 又 讨论 了 寻求 递归 关 
系 的 某 些 方法 .递归 关系 是 计数 的 一 个 强 有 力 工具 ,而 递归 关系 的 求 
解 主要 是 借助 于 母 函 数 ( 或 叫做 生成 函数 ) ,本 章 将 专门 对 母 函 数 进 
行进 一 步 的 讨论 - 


$5.1 母 函 数 
设 eu,alhaz…ias， 为 一 数列 , 它 的 母 函 数 定义 为 
fr)=a0tarr ar tt a t= 


对 于 有 限 数列 20,41, a2.…,an, 可 将 其 看 作 数 列 a1, 42,…。 
ar 习 ,…,0，… 愉 而 其 母 函数 为 
Fz =a0t or rte +O lt 


Go aIT Tar", 


注 级 数 这 asct 中 ,za=1,z0,ztz2,…,zm,… 均 作为 形式 和 


A 
号 ,而 不 管 复数 城 (或 实数 域 ) 内 级 数 的 收敛 域 , 即 我 们 的 定义 中 不 涉 
及 级 数 的 收敛 性 问题 . 虽然 我 们 给 出 的 级 数 半 ok 不 同 于 数学 分 析 
中 讨论 的 蹇 级 数 , 但 它 条 的 四 则 运算 完全 可 以 仿 隔绝 对 收银 级 数 的 
运算 法 由 来 定义 .这 里 不 再 一 一 效 述 . 

例 5.1.1 设 rx)=1+z+z+ogfz)=1-z, 则 
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Fejg(z)=1， 让 f= t+ 我 
们 称 “ 和 通 数 ” FE 让 去 为 级 数 1+ x+ z2+… 的 " 紧 凌 形 式 ”. 

例 5.1.2 四 例 5.1.[ 知 ,f(z)= 了 一 = 于 是 有 h(x)= 
mp 

[| 

D3 +2 ) = Ct, 

显然 ,C1 =21 -1=1,Cz= 一 3(21~1)+1.(2-1)=0, 

上 之 3 时 

C= (2 1)2 2 1) 3+(2 1)1= 

24 -72-2 -321+3+24—1=0. 
放 [g(xz)- 了 f(z)](1 一 3x +2zx?)=z, 亦 即 
1 1 国 

2 (f(r) 7 

鲍 5.1.3 设 m 为 正 整 数 , 则 对 于 二 项 式 系 数 数列 C2. ,Cl,， 
3,… ,CX 的 母 函数 为 

Bnlzx)}=C% +Chz+Czz+…+CRzm=(1+ 工 )m. 

例 S.1.4. 设 = 为 实数 , 则 二 项 式 系 数 序 列 C2,Cl,C,… ,Cx… 
的 母 画 数 为 B(x)=C9+Clzr + Cr?+te +Cerr + 

显然 ,Bo(z)= (5- 工 )=- 


1 
例 $.1.5 设 /z)= 一 0 和 六, 则 有 


4P(z)=[I-(1-4z) 则 [1-(1-4z) 区 = 
1-2(0-4z 半 +1-4z= 
2(1 -2x -01-4r)D), 

一 2P(z)=1-2r-(1-4z 半 ， 
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一 2(P(z)+xz)=1-(1-4z 半 =2F(z)， 


P(r)- f(r)+r=0, 


1 
即 f(z)= 二 了 和 党 是 方程 F(z) - f(x)+x=0 的 根 . 
以 上 九 个 例题 中 ,我 们 利用 了 数学 分 析 中 绝对 收 化 军 级 数 的 和 
函数 进行 运算 ,这 显然 是 方便 的 ,但 有 关 这 样 运算 的 合理 性 ,可 用 近 


故我 们 这 里 从 略 -. 


例 5.1.6 求 出 数列 a0,a1, 4a2,…,an,，… 


中 ao 为 ~ 个 相 异 元 素 的 n 元 重复 组 合 数 . 
解 因为 os=C?，。-1, 于 是 所 求 母 函数 


世代 数 的 方法 加 以 论证 ,而 有 关 严格 的 论证 ,已 超出 了 本 书 的 范围 ， 


的 母 


函数 g.(xz), 其 


(TIOtC rT tO rt tC 
[人 


Cex) t= 
1 1 
ET 
其 中 用 到 了 
CPP 


Cr Da). "(rtn-l-ntl] 


Crs -(— Tr 


CCDC-D De) 
Ca 一 全) 
作为 特例 , 当 > =1 时 ,数列 1,1,1,…,1,… 的 母 函 数 为 
1(2) -1H 


而 当 > =2 时 ,1,2,3,…,n,… 的 母 函 数 为 
(0) = ly 
B27 -zx 
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本 例 中 ,我 们 从 给 定数 列 出 发 ,由 定义 写 出 其 母 落 数 ,再 设法 将 
母 函数 写成 紧 潜 形 式 “ 和 函数 ". 但 在 计数 问题 中 , 母 函 数 的 实际 应 时 
常常 相反 , 即 先 有 和 母 函 数 Fr ) 的 “和 隙 数 ” ,再 将 f(z) 展示 为 宕 级 
数 ,从 而 得 到 数列 本 身 , 且 数 列 的 通 项 往往 是 某 个 计数 问 丁 所 求 的 数 
目 . 

例 5.1.7 设 ce。 表示 从 个 不 同 元 素 中 到?* 个 元 素 的 重复 组 
合 数 , 且 其 中 每 一 个 不 同 元 素 都 出 现 偶数 次 . 求 数列 a0, a1,02,…， 
an ,… 的 母 函 数 f(z ) 以 及 数列 的 迁 项 ， 

解 由 数列 定义 可 知 , 必 

0=ai= 一 as 一 045 二 

另外 ,显然 a 的 一 个 等 价 定义 是 :ea 恰 为 方程 ri+ wz+as 一 
…+ wh 一 的 非 负 偶数 解 41,w2，,…, zi 的 个 数 . 

为 此 ,我 们 考虑 宕 级 数 

gtr)=-1+z2+zt+zr6+… 并 考察 g(z) 的 & 重 乘积 

B= (tr) +t rt ) (+t ce), 

显然 etx) 性 开 式 中 每 一 项 均 为 如 下 形式 

和 

其 中 如 为 第 一 个 时 级 数 中 的 一 个 项 , z: 为 第 二 个 笑 级 数 中 的 
一 个 项 ,… ,4“ 为 第 & 个 短 级 数 中 的 一 个 项 且 这 里 zt ua,… ,us 
均 为 非 负 偶数 . 这样 ,将 g*(z) 展 开 后 所 得 到 的 短 级 数 中 (z) = ao 一 
altz+…+eunznt… 中 ,rn 的 系数 eu 给 为 wi + wz+…+ws = 的 
非 负 偶数 解 zt ws,…, ws 的 组 数 ,从 而 妹 (z) 恰 为 题目 给 出 数列 的 
母 函 数 . 


基 1+ rtz4+…= 了 7 所 以 由 例 5.1.6 有 


sr) ) tlt Cee 
Crars te t Ore TY te 
这 表明 
8 ， 


= 人 -1= 
于 一 D12.3， 
下 面 讨论 如 何 用 母 秀 数 来 解 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 . 
先 给 出 如 下 的 牛顿 二 项 式 定理 ， 
牛顿 二 项 式 定理 设 "” 为 正 整数 , 是 一 个 非 零 实数 ， 


则 当 |z| < 二 时 ， 
0 
或 才 成 站 天 = Ct rr. 
因 ~ (Drs 家 有 
0 Bd- lzl< 直 


本 定理 可 由 数学 分 析 得 知 ,这 里 不 再 证 明 . 
例 5.1.8 确定 平方 数列 ,0,1,4,…,a2,… 的 母 函 数 . 
解 2 r=1, 则 得 


(R+n~l)k+n -2)..(k+2)(k + 1) 
nl 


da = A Tt 
从 而 TS =7 Hr + Br 
微分 之 ,有 

ee 
两 边 再 乘 久 了, 即 得 

0 tr 2 十 32z4 十 十 有 2zm 二 


这 表明 节 (L 二 3 就 是 平方 数列 的 母 卫 数 . 
例 5.1.9 解 满足 初 值 i (0)=1,h(1) = -2 的 递归 关系 
h(n)=5h(n—1) -6h(n -2) ,n=2,3,4,… 
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解 ”可 记 作 产 (2)=aa, 即 


aa 二 5on-i 一 aa 20 一 1,alt= —2. 
为 求 a 的 表达 式 ,可 设 其 母 函 数 为 
fz)=aotariar?i + i a + oD 


再 根据 题 设 条 件 a = 5a。 _1 -6as -2, 可 用 一 5z 与 6.r? 分 别 去 
绞 f(z), 得 
—5zf(x)= -Saoz-5alrz-Saaz3- Sait- © 
6r2f{r)=6a0r +6a1rs+6a224+ .+ ban az2 十 … DD 
和 将 中 .@. 国 式 由 加 ,得 
(1—5r+6r) Frr)= 
Qt (ar-Saoz+(a2— art+6a0) rz? — + 
fa 一 Sa 1+ 6an 2) rr — 
由 递归 美 系 , 知 es - Sa 1+6a -2=0,n 实 2， 
{1-5r+6r) f(r)=a0- Cal- Sa0)zr, 
而 ao=h(0)=1,a1=h(1)= ~2, 
(1 -5z+6x2f(z)=1-7zr, 故 
fz) 上 和 
为 求 a， 的 表达 式 , 即 求 出 fz) 的 竹 级 数 展开 式 , 我 们 可 月 部 
分 分 式 的 方法 将 f 必 zx ) 写 成 


1 一 7 二 一 7 
fA) tr (a 3 


A_ LB 


1-2r + I-3x 


求 得 人 7584 但 
了 = ,3 号 - -ry , 故 


f(r)=5S "4 (37)" = 
S27 -4.3n)zm， 
总 
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从 而 an=5°2" —4.3". 

本 例 中 的 方法 适用 于 解 任何 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 ,相应 的 
母 函 才 为 2 4 的 形式 且 q(x) 是 常数 项 为 1 的 次 多 项 式 ,& 是 
递归 关系 的 阶 , 记 (> ) 为 次 数 概 于 天 的 多 区 为 了 求 得 数列 到 项 公 


式 ， 可 用 部 分 分 式 法 将 (2 表示 为 形 如 一 一 0 二 的 分 式 之 和 ,其 中 


吉政， 为数 为 数 (可 由 竺 定 系 数 法 来 确定 ). 然 后 利 
用 牛顿 一 项 式 定理 求 出 二- 的 军 级 数 ,最 后 将 每 个 CT- 全 -的 
等级 才 展 开 民 合并 问 类 项 , 即 可 得 到 所 求 当 的 睾 级 数 展 开 民 ,从 
而 数列 的 通 项 也 就 可 以 求 出 了 . 

这 种 方法 与 我 们 在 上 一 章 中 介绍 的 求 特征 根 的 方法 解 递归 关系 
有 卷 密切 的 内 在 联系 . 


事实 上 ,相应 于 母 函 雪 /=) = 人 2 的 & 阶 各 归 关 系 的 特征 方 


竹 为 F(z)= atg (二 )= 0, 于 是 ,全 7 中 的 > 从 好 是 8(z) 的 根 ， 
而 + 又 恰 是 > 作为 特征 要 的 重 数 . 

下 面 我 们 再 考虑 问题 的 男 一 个 方面 .给 出 次 多 项 式 

gr) =b6t+ Brz + +bpxt ,其 中 60 闫 0,B4 天 0, 并 给 出 了 次 数 
低 于 上 的 多 项 式 

plx)=dot dr t+ads -rt !, 


则 完 用 都 分 分 式 方法 , 骨 电 牛 锋 二 项 式 定 理 ， 可 以 将 全 和 3 展开 为 和 


级 数 
p{z} 


有 ao err tare +t 


且 此 敌 级 数 当 |x|< 17 | 时 ,将 收 钱 于 引 
其 中 为 方程 a(z)=0 的 根 中 绝对 信 最 小 者 . 
又 因 50 天 0.r 天 0, 故 可 有 
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Pr)=g(r antarc t+t+arr’ +),WP 
datadir+ tds zt != 
(bot bz tt br) (ant a t+ anr" 二 和 
将 上 式 右 端 乘 出 ,并 比较 两 端 系数 ,得 方程 组 
Boa0= do 
boa:+ biao=d1 


boar 1+ Har -2+ +t be -20+ be_140= Qk-1 
及 Boan +t blan -1+ + bean -b=0,n = 上 kt 
注意 到 大 0, 故 最 后 一 式 可 写 为 
bo 


a + 
[a 


此 即 为 数列 ao,a,,…,a;,… 所 满足 的 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 , 且 
初 值 a0,a1.…,as -1 可 由 上 面 的 方程 组 确定 . 
综 上 所 述 ,可 得 如 下 定理 
定理 5.1.1 设 a0,a1,…,6s,… 满 足 & 有 阶 常 系数 线性 齐 次 弟 
归 关 系 
Ge+clan-1+czdn -2 二 + 二 cuan i=0, 
其 中 cs0, n=, 二 1,…， 


网 aova1，…,4s,… 的 母 本数 只 有 形式 、 刀 (2)， 
其 中 q(x) 是 一 个 具有 非 零 常 数 项 的 次 多 项 式 , 面 p (xz) 是 一 个 次 
数 低 于 上 的 多 项 式 

反之 ,着 给 定 这 样 的 多 项 式 p(xz) 和 q(x), 则 一 定 存在 一 个 数 
列 aosa1,…,an，,…, 它 满足 题 设 的 上 阶 常 系数 线性 递归 关系 , 且 其 
母 本 歼 就 是 

例 5.1.10 求 。 位 十 进 制 数 中 出 现 偶数 个 $ 的 数 的 个 数 、 

解 设 记 pa…pa-1 是 一 1 位 十 进 制 数 ,车 它 含有 偶数 个 5, 则 
pn 职 5 以 外 的 0,1,2,3,4,6,7,8,9 这 9 个 数 中 的 一 个 ; 著 p12-… 
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pa -1 从 合 有 奇数 个 5, 则 取 p= 了 ,使 Pipz…z 成 为 出 现 偶数 个 5 
的 十 进 制 数 
若 记 ov 为 ” 位 十 进 制 数 中 出 现 侦 数 个 5 的 数 的 个 数 ;5 为 n 
位 十 进 制 数 中 出 现 奇 数 个 5 的 数 的 个 数 . 则 可 得 
Ca 一 Da -1 十 再 -1 
从 十 in -1 


且 a1=8,51=1. 

上 式 的 oo =9a, -+ 和 -: 表 达 了 含有 偶数 个 S 的 = 位 十 进 制 
数 的 两 个 组 成 部 分 ,9e。-1 为 由 含有 偶数 个 5 的 * -1 位 十 进 制 数 
Pip2…pr -1 添加 pa 取 5 以 外 的 9 个 数 后 所 构成 的 n 位 数 的 个 数 ; 
如 -为 由 含有 奇数 个 5 的 ”一 1 位 十 进 制 数 添加 p; 取 S 后 所 构成 
的 ”位 数 的 个 数 . 

同样 ,5。= 95。-:+ an -1 也 可 同样 解释 - 

叉 ,mn 一 1 位 的 十 进 制 数 的 全 体 共 9.10" -2? 个 ,从 中 去 掉 含 有 偶 
数 个 5 的 数 后 ,余下 的 便 是 x -1 位 数 中 含有 奇数 个 5 的 数 .从 而 有 

ba -1=9°10" 2~a, 1, 

全 aa 9ar 1- 加 -1=9a。1+9.10? -2 一 cn_1= 

8a。 1+9.107 2 

即 w — 88-1=9°10" 2. 

设 数列 ao,a,,a2,… 的 母 函 数 为 

Tz)=a0talr tazrit+ +arrr + ,其 中 a0=0,61=8; 


从 而 


8xf(z)= -Ba0r Ba.x* Ban-17" 一 8aor 人 
再 将 两 式 相 加 ,得 

(1-8z)7(z)= 

aot (a Ba xr t+{a2-Ban) rte (an — Bas 1) zr" + = 

qr +O°10 ?z+9°10 2x3+. +9°10" rr + 

Bz +9r2(1+ 10rt .+ 10 ?22+...) =8r+ 1 


"0: 


8-717x 
1=10z, 故 


_ 87z 
f(T) 07)™ 


工人 7 9 > 
2 (+) 


了 二 Br9 0 地 = 


总 人 信 时 + 全 108 ee", 

由 此 即 得 as= 子 "8" -1+ 多 10 

例 5.1.11 试用 母 函数 的 方法 求 出 斐 波 那 契 数列 F 一 下 ,1+ 
F。 -2 的 通 项 公式 .其 中 Fo= Fi=1,a322. 

解 由 定义 知 母 函数 为 

Fr)}=FotFirt Fr + + Far + 

zf(r)= Fort Frste t+ FL" + 

Xf (xr)= Porit + PF, -az 下 

(1 -zx f(r)= 

Fot(F1i~ FoOzt+(F2—F1- Fox?+te+ 

(Pa 一 Fr-2) zr" te 

注意 到 ,nn 之 2 时 ,有 FF 一 Fa -1 一 F，-2=0, 故 

(1~r~ zx) f(r)=Fo- (Fi~ Fo)zr=1, 从 而 


Fa- 于 二 二 
1+y5 1 一 好 
2 2 
1 -13 1-1 
2 2 7* 
1+Y5, /IHS 1-Y5. IT 
2 万 下 2 ) 了 pl 2 ) = 
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万 过 请 2 
2 1+.5 [11-5 全 
去 寺 ({ 2 3 ) ]*, 
sy)" 
由 此 得 rl 2 ) \ 2 ) ] 
例 5.1.12 用 母 函 数 的 方法 计算 行列 式 
2 10 .0 0 
1 2 1 0 0 
0 1 2 .0 0 
di=|, :， : 
0 00… 2 1 
000… 1 2 


解 根据 行列 式 的 性 质 ,有 

de =2ds -1 dr -2 有 di=2,d2=3, 令 dop=1, 则 4s=24d1- 
do: 于 是 可 得 母 西数 

fiz)=dotdr tadar? t+ dari +, 

-2zf(z)= -2d0r -2d1x2 -2dyzr? 

zf LT) = dorit dr drtt., 

1 -25+r) fr) = dtd -2d0)zr=1, 故 


= 1 -1 - 立 
fT) 
从 而 有 da=#+1. 


显然 本 题 也 可 用 求 秤 特征 方程 的 方法 来 求 行列 式 之 什 . 
事实 上 ,特征 方程 为 
2-2z+1=0, 待 征 根 zz =1 为 二 重 根 , 于 是 得 到 递归 关系 的 
解 为 : 
ds=C1l" + Canl*= C+ Cn 
再 由 初 值 条 件 “4;=2,qd2=3, 得 
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摧 


{i 
C1+2C2=3 
求 出 C=1,C2=1, 故 d=n+1. 


§5.2 其 他 递归 关系 


在 解 一 般 递归 关系 时 , 母 函 数 也 征 一 个 有 力 的 工 上 ,我 们 通过 具 
体例 子 来 说 明 这 一 点 . 

例 5.2.1 解 递归 关系 

Ga 一 30r -1 十 20e -22 2 
其 初 值 为 co 一 0,al= 工 . 

解 设 所 求 数列 的 母 函 数 为 


Fr)=antalr +asri+. + arrrt+ ,NM 


-3rf(x)= 一 3aor -3atz2 一 一 3aw tn 十 
27r2F(zr)=200x2 二 十 DC。_2z2 二 + 
于 息 可 得 


(1-3z+2z5 f(r)= 
co+tai 一 3aojr+fa2 一 3ai+2c9)r2+ ~ 
(an ~3an 1+2a。 2) 7 +. 


注意 到 an 3ar-:+2a -1 一 2" ,1432, 昌 ao=0.al=1, 于 是 


(1-3r+2r2) f(r)= 


2 
[x)=— -= 
故 fy 


了 一 
(1-x)(1-27) 
1 2 1 _ 
1l-z 1-2r (1-2ry 
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4- 252 kD) ko 
B21) 2 
+-D: 和 ] er 
因此 ， ,an =1+ (nl): 27 ,n=0,1,2,. 
本 例 也 可 用 特征 方程 求解 ， 但 须 先 将 其 变形 为 常 系数 齐 次 
归 关 系 . 
事实 上 ,由 as 一 3a。 -1+2a az=2" 1, 得 
2aa 一 Gan -1+4a。 -2=2” ,从 而 
2a, -1-6an-2+4an -3 一 2 -1, 于 是 有 
dan ~ 3an 1+2an -2=2" "1 
fy 21， 
Dan -Sar -1t Ba -2—4an -3=0, 
特征 方程 为 ”zx? 一 4x? ~ 8z 一 4=0, 特 征 根 为 x =1{ 单 殷 )， 
工 =2( 二 重 根 ). 
于 是 a =1".Ci+2" .C2+ wn"2"C3, 代 人 初 值 条 件 ao=0， 
a:=1, 并 由 递归 关系 求 测 a，=3a1 一 2a0+2:-1=3-0+2=5, 得 
Ci-Ca-0Cs=0 
C1-2C2+2C3=1 
(C1~4C2+8C3=5, 
求 出 C1=1,C2= -1,Ca=1, 于 是 
Qa=1-2+n2"=1+(n 1) 2 
下 面 我 们 再 举 一 个 母 函 数 在 几 箱 问 题 中 应 用 的 例子 . 
首先 ,我 们 指出 ,对 任 一 个 凸 = 边 形 (之 4), 用 在 其 内 部 不 相交 
的 对 角 线 将 其 分 成 各 个 二 角形 区 域 , 共 需 n -3 条 对 角 线 . 讽 如 ,从 
一 个 项 点 出 发 的 ， 一 3 条 对 和 角 线 就 是 一 个 简单 的 例子 .一 般 的 来 说 ， 
我 们 还 可 以 给 出 其 他 的 引 对 角 线 的 方法 .例如 ,图 5.2.1 中 给 出 了 用 
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4 条 对 角 线 将 一 个 凸 七 边 形 区 域 划分 成 五 个 三 角形 区 域 的 办 法 . 


图 5.2,1 


例 5.2.2 设 a 为 用 添加 不 交 于 其 内 部 的 对 角 线 将 一 个 凸 
za 二 1 边 形 区 域 划分 为 三 角形 区 域 的 方法 数目 , 则 下 式 成 立 : 


oo 


证 阴 ”为 方便 记 ,我 们 定义 a0=0,a1=1, 即 对 于 ao 来 说 ,我 们 
将 “一边 形 "(一 条 线段) 看 作 吓 没有 内 部 的 区 域 ,从 而 其 连 对 角 线 的 
方法 数 为 0; 对 于 ai 来 说 ,我 们 可 以 认为 不 相 邻 的 两 个 端点 可 连 一 
条 “对 角 线 ", 众 而 得 到 一 个 三 第 形 区 域 . 

显然 对 于 nn -2, 也 必 有 az=1, 这 是 因为 一 个 三 角形 区 域 没有 
对 角 线 , 它 也 不 能 进一步 划分 , 即 只 有 原来 的 一 个 三 角形 . 

下 面 我 们 来 证 明 数 列 :40,41,2,… ,24，…“ 满 足 递归 关系 


An Aan +a2da -2+ "+an-2d2tan -41= 
haan as (n=2,3,.), 
为 此 ,我 们 对 # 作 归纳 法 - 
2 时 , 因 5iaut-k=aiet=(aD?-1= ez, 故 此 时 递 朋 关系 
an -oa, -4 成立 ， 
现 设 ">>3 ,考虑 -个 有 n +1 条 边 的 是 多边形 区 域 及 .为 叙 述 
方便 起 见 ,我 们 指定 其 中 的 一 条 边 ,并 称 其 为 " 底 边 ”在 把 R 划分 成 


三 前 形 区 域 的 每 个 划分 中 , 底 边 必 是 某 个 三 角形 区 域 工 的 一 条 边 ， 
目 这 个 三 角形 区 域 人 工 将 区 域 R 的 其 余部 分 划分 为 一 个 具有 +1 条 
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边 的 功 多 边 形 区 域 Ri 和 一 个 具有 nn 一 +1 条 边 的 凸 多 边 形 区 域 
民 >, 其 中 上 为 1,2,3…,n -1 中 某 个 数 . 对 此 ,可 由 下 面 两 个 图 天 
示 . 图 5.2.2 中 居 +1=2,n 一 +1=n; 图 5.2.3 中 ,=2,3,…。 


底 过 


图 5.2.2 图 5.2.3 

且 图 5.2.2 中 ,RR1 为 具有 两 条 边 ( 即 生 角形 区 域 本 的 三 条 边 中 
去 掉 与 R2 邻接 边 ) 的 区域”, 即 Ri 不 能 构成 区 域 

对 只 的 进一步 划分 .由 添加 不 在 其 内 部 相交 的 R 与 R 的 对 
角 线 面 完成 . 由 归纳 假设 , 因 RI 有 到 + 条 边 ,Rz 有 ?一 + 条 
边 , 故 分 别 有 cx 和 av -种 方法 完成 对 R1、Rs 的 进一步 划分 .从 而 共 
有 a = aian -4 种 不 同 的 方法 添加 在 R 内 部 不 相交 的 对 第 线 将 
划分 为 三 角形 区 域 . 

自 此 ,归纳 法 完成 

下 而 再 求 递 明 关系 44 = 闻 aiow 在 初 值 z0= 0,ai= 1 之 下 的 
解 .为 此 , 设 其 机 数 为 

Frz)=an+alz+a2z2+…+anz + ,RM 有 

Fr)= Fr) fr)= 


(aptalrte tarr tr) (aot ar t+ Arc" +.) = 


ap):+(aoartaiao)r + {apes* alalt+ a2a0)r?+ 

+t{aoan taran. 1 "tan 141+ara0) rx" + 
al 

由 gao=0,a1=1, 知 oo= 记 caan -6, 从 而 


Fz)= a0 + {avart oan +arr t+ ar +t + anr™ + 
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az2+ a te tar 二 
f(z)}-a0~az= 
Fiz) 
这 表明 函数 f(x ) 满 足 方程 (函数 方程 ) 
F(z) fr) +r=0. 
前 面 §5.1 例 5.1.5 中 ,我 们 已 得 到 该 方程 的 根 为 


Fr = YY a —4r) 
且 满 足 初 值 条件 A(0) = an= 0, 再 根据 牛顿 二 项 式 定理 ,有 
(1-4z)#= 


4 


= 


号 CD "(2kE+3) 1 
=， (Dlg -2)! a 
Er 
1 


其 中 |4x1<1 即 ,|x < 二 .于 是 ， 
-于 -去 (1-4z 半 = 总 于 .CS et, 愉 而 

a = bn 1,2,3,. 

我 们 称 g{x)= co 二 C8 为 Catalan 数 . 而 Catalan 数 常 出 


现 于 许多 有 关 组 全 数学 的 文章 中 
最 后 ,我 们 对 组 合 数 母 函 数 F(z) = (1+ z)” 作 如 下 解释 ， 
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人 1+z)” 有 z 个 (t+z) 的 因子 ,每 一 个 因子 (1L+ 工 ) 可 让 其 对 
应 一 个 符 导 ,这 样 就 有 m 个 不 同 的 符号 , 记 为 a1,a2,…,aw. 记 作 S 
= [ai,a2,…,2m] .由 
(+z)™=(1tr)}(l+r)--(1+xr) 
可 以 把 这 mm 个 因子 自 左 向 右 让 它们 依次 分 别 对 应 aj,a2,…,as .这 
样 ,对 S 的 任 一 个 于 集 |a,, a,，…, 4y.1, 取 与 a; 对 应 的 因子 
(1+z) 中 的 x, 这 上 个 z 的 乘积 怡 为 夫 . 因 此 ,(1+z)m” 的 展开 式 
中 xz* 的 系数 ,就 是 S 的 子 集 的 个 数 .利用 这 一 思想 ,可 以 写 出 允许 
重复 的 组 合 数 的 母 函数 . 
设 S= finial,n242,… niat} ,其 中 a1,a2,…,an 为 不 同 的 元 
素 ,ml,mam…yme 为 a1,22.23,…s45 可 重复 出 现 的 次 数 . 则 S 的 任 
一 子 集中 元 素 aj 最 多 在 该 子 集中 出 现 ) 次 . 若 a; 在 这 个 子 集中 出 
现 r 次 , 便 以 zr 米 表示 ,因而 ai 对 应 因 于 {1+ x+ ?+…+ x7") ,于 
是 允许 重复 组 合 数 的 普 母 西数 为 : 
fix)=(+r tt r+ ett rl +t +t) 
县 其 展开 式 中 x* 的 系数 就 是 S 的 > 子 集 的 个 数 . 
例 5.2.3 车 有 1 克 的 奔 码 3 术 ,2 克 的 夸 码 4 校 ,4 克 的 硅 码 2 
榴 , 间 共 能 称 出 几 种 不 同 的 重量 ? 各 有 几 种 称 法 方案 ? 
解 1 克 的 奔 码 对 应 的 因子 为 1+ rz + zz2+z3i2 克 的 夸 码 对 应 
的 因子 为 1+ zx? + zx4+ zs5+z8i4 克 的 硅 码 对 应 的 因子 为 T+ z4+ 
Za. 故 所 求 数列 的 母 函数 为 ; 
Flz)= (1+tr -itr + ri +r tr tr (lt+r + rs)= 
工 + 工 十 2z2 十 273+37z4T375 二 4r6 十 47 十 Sr8T 
Sz?+Szrt0+Szu+4z2 一 4z6-3z0+3z15 二 
2rBt2rl + rrr 
故 可 称 出 由 1 一 19 克 各 种 束 克 数 策 体 的 重量 ， 且 2 的 系数 即 表 
示 称 重量 为 克 的 方案 数 . 
例 5.2.4 设 有 1,2,4,8,16,32 克 夸 码 各 一 个 .那么 它 能 称 出 1 
一 色 克 中 的 每 一 种 整 克 数 的 重量 ,并 且 称 法 是 唯一 的 . 
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证 明 ”由 于 其 母 孙 数 为 

F(z)= (+r) (+t (+r (+x) (1 +z) (1+ zr) 一 
la,1-atl-xs1-r1- 2 1 
1-z 1-z? -zt 1~-zxs 1~x!l 1~zx» 


1-ze_ 2 3 62 63 
Titrtrtr tt r+, 


从 而 根据 2 的 系数 之 意义 , 即 可 得 所 要 证 明 的 结论 、 


§5.3 指数 型 母 郴 数 


对 于 数列 an1， 我 们 定义 了 形式 备 级 数 >ianz 作为 1a。 i 的 母 
函数 ,并 利用 这 种 母 函 数 解决 了 许多 问题 . 但 在 求解 各 和 排列 问题 
时 ,还 需要 用 到 另 一 类 型 的 母 函 数 . 

定义 5.3.1 对 于 数列 {aw1 ,形式 种 级 数 


a 
性 s+， 


Ahn! 

称 为 数列 [4,1 的 指数 型 母 孙 数 . 

如 果 以 a = 过 来 代替 a , 则 数列 ier 的 普通 型 母 函 数 就 是 数 
列 1aj 的 指数 型 全 本数， 这 样 1a, | 的 指数 型 母 函 数 的 各 种 运算 ( 包 
插 加 \ 减 乘除 , 微 高、 积分 等 ) 即 可 完全 按照 {41 的 普通 型 母 函 数 
相应 运算 而 得 出 ,而 不 必 再 另 作 规定 . 

由 数学 分 析 可 知 : 


守 ] 1 1 
er a 二 十 世 十 2 tt 十 多 


Sn a a2 
2 =aotTlr + t+ 


故 称 全 am 为 数列 fasj 的 指数 型 母 函 数 ,而 称 前 面 讲 的 母 函 
玫 为 普通 对 虽 娄 - 

例 5.3.1 设 ”为 正 整数 , 则 数列 A8 ,Al ,A?,…,A? 的 指数 型 
母 函 数 ( 以 下 简称 为 指 母 函 数 ) 为 
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D 1 2 Ed 
f(z)= 千 + 名 x + 和 + 和 = 
1+azr+C3zr2T…+Cnrn 一 
《1+z)n. 
这 样 ,我 们 知道 (1 + z)” 就 是 数列 AL ,Al ,A3 ，…,Az 的 指 母 函 
数 ,而 显然 (1 ~ x)" 恰 为 数列 CI ,CC2 CE LICY 的 普通 型 母 
函数 (以 下 简称 为 普 母 函数 ). 
例 5.3.2 数列 1,1,1,… ,1.… 的 指 母 函数 为 
fz)= 怠 4 一 er _ 
例 5.3.3 设 a 为 任 一 实数 ,数列 ai=1,a1,a?,… ,a",… 的 指 
母 函 数 为 : 
f= 


由于 组 台数 以 一 盐 战 ,所 以 组 合 数 的 普 母 函数 与 詹 列 数 4 的 
指 母 函 数 是 一 样 的 , 即 如 例 5.3. 1 所 示 : 


(to = 吕 Ger= 名 击 Met -名作 


一 闻 , 我 们 入 指出 可 以 用 1 和 < 表 寺 个 元 率 在 排 区 中 不 
现 和 出 现 两 种 状态 .类 似 地 ,可 用 吉 z* 来 表示 一 个 元 素 在 一 个 排列 
里 出现 次 的 状态 . 

没 S=intalypnaa2,… ,nimam1 家 示 由 ni 个 a1,n2 个 42,…， 
zs 个 am 神 成 的 重 集 ( 即 集合 中 允许 有 重复 的 元 素 ),S 人 允许 重复 的 
排列 数 的 指 母 卫 数 为 : 

f(z)= frr) a(t) = f(r), 
其 中 f(z)=1+ 理 + 菇 +…- 基 ,县 邦 的 系数 


! -表示 从 S 中 任 取 v 个 元 素 的 允许 


na 
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重复 的 排列 种 数 ， 
特别 , 若 要 求 在 可 于 


复 排列 中 某 个 a; 至 少 出 现 一 次 , 则 
AD=z+ 权 + 于- 
而 某 个 a; 可 以 选取 无 穷 次 , 即 n; = o , 则 
(z)=1+ 交 + 要 + 

车 每 一 个 a; 均 可 以 选取 无 次 , 则 
(zz)= (1+ 理 + 

即 S 选取 上 个 元 素 的 可 重 排 列 数 有 wm* 种 . 
例 5.3.4 由 1,2,3,4 四 个 数字 组 成 的 五 位 数 中 ,1 出 现 一 次 或 


两 次 ,2 出 现 最 多 一 次 ,3 最 多 出 现 三 次 ,4 出 现 偶数 次 的 数 有 多 少 
个 ? 


ez 


”me m* k 
大 + ) = pT™ 


解 由 前 面 讨论 知 所 求 五 位 数 的 个 数 恰 为 下 面 函数 中 去 5 
系数 : 


Ho 人 本 ofrr 本 + 要){* 委 上品 )- 


2 5 6 
“5 于 +18 昼 0 2 


1 785 邹 +4 060 才 阁 +7 560 娃 +12 600 帮 1， 
故 请 足 题目 要 求 的 五 位 才 有 215 个 ， 


例 5.3.5 确定 用 红 、 黄 、 蓝 三 种 颜色 着 色 一 个 1 xX n 棋盘 的 方 
格 的 方法 数 ,并 要 求 使 黄色 的 方 格 数 为 偶数 . 


解 ” 用 a 表示 这 样 的 着 色 方法 数 ,其 中 ae 定义 为 1, 则 a 为 
三 种 颜色 ( 红 黄 、 和 蓝 色 ) 组 成 的 重 集中 = - 排列 数 (可 重 排列 ), 且 
该 重 集中 每 种 颜色 的 重复 数 均 为 无 穷 , 但 黄色 出 现在 排列 中 的 次 数 
为 偶数 .因此 ,an， i …,an，… 的 指 母 函数 为 : 

fz)= (1 到 + 到 + (i++ 可 + 条 + 
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尝 ee: 
售 
| 外 m 
~ 上 bb 
El 性 
+ + 
2 
nH + 
Tt | 
1 ln 
+ 上 宕 全 
SI 
+ 十 
sh 
| 


辟 
全 
全 
R 
1 
[Es 
人 
, 
+ 
m 
， 
上 
su 
的 
i 
一 
四 
Ey 
+ 
四 


于 是 知 as = 到 (3"+ 1 =0,1,2,… 


例 5.3.6 确定 各 位 数字 都 是 奇数 ,是 1 出 现 奇数 次 ,3 出 现 偶数 
次 的 ” 位 数 的 个 数 . 

解 仿照 例 5.3.4 的 讨论 ,可 设 4, 表示 所 求 x 位 数 的 个 数 , 则 
可 得 其 指 母 冯 数 为 


fo 
(er de +)er= 
Heer-e)= 


全 ， 至 二 (sz)*- 立 Tr)= 
二 onl 


帮 a (5 02 


习题 五 
1. 设 c 为 实数 ,确定 数列 co ,cl,c?，…,c",… 的 母 讽 数 , 其 中 
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(1) a=(-1), n=0,1,2,.s 
C2) ar=0, n=0,1,2,.s 
(3) ar=n+5, n=0,1,2,; 


(4) an 1 


nl 


n=0,1,2,.; 
(3) ar= (1 e012 

3. 用 母 函 数 的 方法 解 下列 递 归 关 系 

(1) ea=4an-2， 严 =2.3， 和 ee 
ag=0,a1=1; 

2) an=anitar2, A=2,3,4,s 
a0=1,a1=3; 

(3) an =anr-i+gan -rz 一 ga a n=3,4,5,.; 
ag=0,a1=1,a2=1; 

(4) an =Ban 1-l6a 2, n=2,3,4,; 
an= 1,a1=0; 

{5) as=3an 2-2ar3, HH=3,4,5,s 
ao=1,a=0,a2=0; 

(6) an=San 1-6a。 -2 -4an 3+8a 4 n=4,5,6,.. 
an=0,a1=1,a2=1,43=2. 

4. 确定 立方 数列 0,1,8,…,n3,… 的 母 函 数 . 

5. 设 a0,a1,42,… an，… 为 由 数列 4 = n3 所 定义 ,其 中 丸 == 
0,1,2,…, 证 明 os 满足 关系 av =an -1+3n2 一 3n +1,n=0,1,2, 
…. 并 用 此 递归 关系 确定 数列 | a1 的 母 函 数 . 

6. 设 上 为 正 整 数 , 设 a0,a1,a3,…,an,… 为 由 数列 a = ws 所 
害 文 ,其 中 =0,1.2,…. 试 确定 数列 1a, | 的 一 个 递归 关系 ,并 由 此 
雍 归 关系 确定 它 的 母 详 数 . 


* {103 . 


7. 确定 数列 11 ,21,31,…,n1,… 的 指 母 函数 . 

8. 设 a 为 实数 ,数列 co,al,az,…,as,，… 定 义 为 ao=1， 

Qa 二 a(o 一 1)…(a-n 十 1) ,n= 二 1,2,3,…. 袖 定 该 数列 的 指 母 降 
数 . 

9. 已 知 数列 ao,al,az,…yan，…- 的 母 函 数 , 求 a 的 表达 式 . 


f = 一 一 一， 
(1) f(T -srr 
__1L+z 
() f(z) 
fy 1 
(9) f(a ad a 

10. 由 1.3.5.7.9 这 5 个 数字 组 成 的 a 位 数 中 ,数字 1 和 数字 3 

都 出 现 偶数 次 的 数 有 多 少 个 ? 
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第 二 篇 图 论 


第 一 章 ”图 的 基本 概念 


$1.1 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 


图 论 所 研究 的 问题 源远流长 , 它 所 研究 的 问题 可 追 湖 到 18 世 
纪 . 早 在 18 世纪 初 , 著名 的 “ 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 " 就 是 当时 很 有 趣 的 
一 个 难题 . 哥 尼斯 堡 城 18 世纪 属于 东 普 鲁 士 , 它 位 于 普 雷 格 尔 河 畔 ， 
河中 有 两 个 岛屿 , 河 两 岸 与 河中 两 岛 通 过 七 座 桥 彼此 相连 . 见 图 
1.1.1. 


图 1.1.1 
当时 , 哥 尼 斯 堡 人 热衷 于 这 样 一 个 难题 :一 个 散步 者 从 河 两 岩 
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C,D 或 两 个 小 岛 A,B 中 任何 一 个 地 方 出 发 ,能 否 找 到 一 条 路 线 ， 
做 到 每 座 桥 恰 好 通过 一 次 而 最 后 返回 出 发 地 .问题 看 起 来 并 不 复杂 ， 
但 经 过 很 多 人 的 努力 , 谁 也 不 能 解决, 即 找 不 到 一 条 满足 要 求 的 路 
线 ,也 不 能 说 明 这 样 的 路 线 不 存在 .这 个 问题 引起 了 当时 著名 的 数学 
家 欧 拉 的 注意 . 为 了 寻求 答案 , 欧 拉 将 4 块 陆地 ( 河 爽 上 岸 及 河中 两 岛 ) 
抽象 地 表示 成 4 个 点 :和 44 ,了 B,C,DD. 荐 两 块 陆地 之 间 有 桥 相连 . 则 用 
连接 两 个 点 的 连 线 来 表示 (有 几 座 桥 连 几 条 组 ). 这 样 , 哥 尼 斯 堡 七 桥 
问题 就 变 成 为 由 点 和 边 所 组 成 的 图 1.1.2 所 示 的 如 下 问题 : 

是 否 存在 这 样 一 条 路 线 ,从 图 1.1.2 中 欧 任 一 点 出 发 ,经 过 图 中 
每 条 边 一 次 且 仅 一 次 ,最 后 返回 到 出 发 点 ? 这 样 , 问 题 就 变 得 非常 简 
洁 、 明 了 ,同时 也 更 一 般 .更 深刻 . 

1736 年 , 欧 拉 发 表 了 图 论 史上 的 第 一 篇 论文 < 
《 哥 尼斯 堡 七 桥 问题 》 ,给 出 了 上 述 问 题 一 个 否定 
的 回答 , 即 , 所 要 寻求 的 路 线 是 不 存在 的 .事实 4 8 
上 ,直观 元 不 难 发 现 ,为 了 回 到 原来 的 出 发 点 , 必 ，， 
须要 求 从 每 一 个 顶点 所 引出 的 边 的 数目 均 为 侦 
数 ,从 而 使 得 从 一 条 边 进去 ,再 从 另 一 条 边 出 来 、 图 1.1.2 
即 有 一 进 上 必须 有 一 出 ,这 样 才能 保证 从 任 一 点 贞 
发 ,经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 最 后 回 到 出 发 点 . 但 在 图 1.1.2 中 ,从 
B,C.D 引出 的 边 均 为 3 条 ,从 4 引出 的 边 为 5 条 , 故 从 直观 上 即 
可 认为 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 是 无 解 的 . 在 此 基础 上 , 欧 拉 找 到 了 对 于 一 
般 的 图 存在 这 样 一 条 路 线 的 充分 且 必 要 的 条 件 .具体 的 论证 方法 ,我 
们 将 在 本 章 §1.3 给 出 . 


$1.2 基本 概念 


欧 拉 将 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 归结 为 一 些 点 与 连接 这 些 点 的 线 之 问 
的 联系 ,从 而 它 可 以 用 一 全 由 若干 个 顶点 和 若干 条 边 所 组 成 的 图 形 
来 表示 ,所 以 我 们 把 一 个 顶点 集合 与 一 个 边 的 集合 放 在 一 起 , 称 之 为 
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“图 ”. 

图 论 中 所 说 的 图 是 措 述 事物 之 疗 关 系 的 一 种 手段 .现实 世界 中 ， 
许多 事物 之 间 的 关系 可 抽象 成 点 及 它们 之 间 的 连 线 ,集合 论 中 二 元 
关系 的 关系 图 就 是 图 论 中 “图 ”的 很 好 的 例子 .在 集合 论 中 二 元 关系 
的 关系 图 中 ,我 们 只 关心 点 与 点 之 间 是 否 有 边 , 而 不 关心 点 及 边 的 位 
置 ,以 及 边 的 曲直 ,长 短 ,这 就 是 图 论 中 的 图 与 一 般 几 何 图 形 的 区 别 . 

下 面 给 出 图 的 抽象 定义 

定义 1.2.1 一 个 图 G 定义 为 一 个 偶 对 :(V ,下 ), 且 记 作 G = 
《V,E), 其 中 ,V 是 一 个 集合 ,V 中 的 元 素 称 为 顶点 或 端点 ;EE 表示 
边 的 集合 ,E 中 的 元 素 称 为 边 ， 

例 1.2.1 北京 .上海 , 杭 州 .南京 广州 .长 沙 、 武 汉 、 郑 州 . 重 
庆 \ 西 安 十 个 城 市 之 间 的 航线 构成 一 个 图 .其 中 ; 


北京 
A 


图 1.2.1 


V= | 北京 上 海 、 杭 州 、 南 京 、 广 州 . 长 沙 , 武 汉 、 郑 州 .重庆 、 西 
安 ! 为 顶点 的 集合 : 

五 = 站 (北京 ,上 海 ), (北京 ,杭州 ), (北京 ,南京 ), (北京 ,广州 )， 
(北京 ,长 沙 ) , (北京 ,武汉 ), (北京 ,郑州 ), (北京 ,重庆 ),( 北 京 , 西 
安 ),( 上 海 ,杭州 (杭州 ,广州 ),( 杭 州 , 南 京 ),( 南 京 , 武 汉 ),( 武 汉 ， 
郑州 ),( 武 汉 , 长 沙 ), (长 沙 ,广州 ), (广州 ,重庆 ),( 重 庆 , 西 安 ),( 西 
安 , 郑 州 )| 为 边 的 集合 . 见 图 1.2.1. 

例 1.2.2 图 1.2.2 所 示 的 是 有 4 个 顶点 ,6 条 边 的 图 ,可 表示 
为 :G =(V,E). 
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其 中 ,={oiyazyoayo4 上 可 = {|el= (wi 02),e2= (v1 v4), 
3 eee Cee de Coss00) ,ee 《ee 和 
这 里 ,我 们 用 一 条 边 的 两 个 顶点 来 表示 该 边 ， 
即 , 若 某 条 边 。 的 两 个 端点 是 u 和 ww, 则 将 边 e 表 » 
示 为 e 一 (tw,v), 且 tw ,vv) 表 示 nw 和 vw 的 无 ( 顺 ) 序 
对 , 即 :(a ,oj,(eyz ) 均 表示 以 x 和 为 端点 的 ZX 
同一 条 (无 向 ) 边 ， 
由 以 上 两 例 ,可 知 所 谓 图 论 中 的 图 有 如 下 两 图 1.2.2 
个 特点 : 
1. 描述 一 个 图 的 凡 何 图 形 不 是 唯一 的 ,几何 图 形 仅 描 给 出 该 图 
的 顶点 与 边 之 间 保 持 的 相互 关联 关系 . 至 于 各 顶点 的 相关 位 置 以 及 
各 边 的 长 . 短 曲直 等 都 是 无 关 紧 要 的 、 
2. 图 的 本 质 内 容 是 各 顶点 与 边 之 间 的 关联 关系 ,至 于 顶点 和 边 
是 否 用 平面 上 的 几何 点 和 线段 来 表示 , 则 不 是 必要 的 . 换 和 名 话说 ,图 
的 概念 可 以 高 度 的 抽象 化 , 它 完全 可 以 由 一 个 抽象 集 全 @ = ( 玉 ,五 ) 
来 表示 . 
对 于 图 G =(V,EE) 中 顶点 的 个 数 ,我 们 用 | V | 来 表示 ,而 边 的 
数目 用 EI 来 表示 .车 G =(Y, 瑟 ) 中 的 边 的 数 尼 与 预 点 的 个 数 均 是 
有 限 的 , 则 称 G 是 有 限 图 .特别 地 ,对 于 1Y| = 的 有 限 图 G 称 为 
阶 图 , 面 当 E= 多 ,|V!=1 时 , 称 G 为 平 岂 图 (平凡 图 即 为 只 有 一 
个 孤立 顶点 的 图 ) .又 当 G 不 是 有 限 图 时 (此 时 .或 有 |Y| = c ,或 有 
1 五 1=o), 称 G 为 无 限 图 .本 书 只 讨论 有 限 图 . 
上 面 阐 1.2.1 及 例 1.2.2 中 图 G 的 边 的 两 个 项 点 ,vw 是 无 序 
的 ,我 们 称 其 为 元 向 图 .但 在 实际 问题 中 ,将 图 G 的 每 条 边 分 配 一 个 
方向 是 经 常 遇 到 的 .将 图 G 的 每 一 条 边 都 规定 一 个 方 回 后 , 则 将 图 
G 称 为 有 向 图 .对 于 有 向 图 G = 《站 ,下 ) ,其 有 向 边 记 为 ， 
万 = Ta 站 ,其 中 vx 表示 边 Z 的 起 点 ,u 为 边 人 的 终点 . 即 边 
本 -DJ 与 边 写 = 77 ,wj 表示 不 阿 的 边 
例 1.2.3 图 1.2.3 中 的 图 G =(V1, 下 ), 其 中 
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V=iv1, v2 03, 04); 
E=|o=tU0 0 ,= 000 ,0= (01, 03), 
下 = ,063=(04.03),06=0o2,v3)1 即 为 有 向 图 . 
定义 1.2.2 在 图 G(V,E) 中 ,车 顶点 w 是 边 by 
e 的 一 个 端点 , 则 称 边 。 和 顶点 相关 联 ; AN 
车 u,vEV, 且 有 e=(w,wv)EE, 则 称 顶点 
和 是 邻接 的 ; + 
车 G 的 两 条 边 有 共同 的 顶点 , 则 称 这 两 条 边 是 
邻接 的 . 图 1.2.3 
定义 1.2.3 设 图 G={V,E) 和 G1= 
《V1i,E1), 若 满足 V1 导 V 且 E1CE , 则 称 图 G1 是 图 G 的 一 个 子 
图 ;车 VICY 或 EICE, 则 称 图 G1 是 图 G 的 一 个 真子 图 . 特别 地 ， 
当 Vi=V 时, 称 G1 是 G 的 一 个 生成 子 图 . 
定义 1.2.4 设 G={V,E) 是 一 个 无 向 图 .对 于 Y 中 每 一 项 
点 w, 称 以 v 作为 边 的 端点 的 次 数 之 和 为 z 的 度数 ,成 简称 为 v 的 
度 . 一 般 地 ,对 于 图 G 中 顶点 wv 的 度数 记 为 :do(v), 在 不 致 于 引起 
混淆 的 情况 下 ,也 可 简单 地 记 作 d (wv). 
例 1.2.4 在 图 1.2.4 中 ,G1 是 G 的 子 图 . 


1.2.4 
且 在 图 G 中 ,顶点 wl 与 都 是 相关 联 的 .但 v1 与 边 
ez 不 是 关联 的 .而 顶点 v1 与 v2 是 邻接 的 ,但 v1 与 v3 不 是 邻接 的 . 
边 el 与 ez 是 邻接 的 ,但 el 与 e4 不 是 邻接 的 ， 
关于 各 顶点 的 度数 ,我 们 有 :d(vi)=3,d(az)=S,d(v3)=3， 
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d(v4) =4,d(v5)=3. 

下 面 给 出 重要 的 定理 . 

定理 1.2.1 对 于 任意 有 限 图 G , 恒 有 : 

Av)=2° El 

其 中 Y 为 顶点 集合 ,EE 为 边 集合 . 

证 明 图 G 中 性 何 一 条 边 均 有 两 个 端点 ,在 计算 各 顶点 的 度数 
之 和 时 ,每 条 边 均 提供 2 度 ,从 而 |E| 条 边 共 提供 2.| 玉 | 度 , 此 即 为 
图 G 的 各 顶点 的 度数 之 和 . 

此 定理 也 经 常 称 之 为 “握手 定理 ”, 它 有 如 下 重要 的 推论 . 

推论 任意 图 G -LV ,EE), 度 数 为 奇数 的 顶点 的 个 数 为 偶数 . 

证 明 记 V=:w€V qd(wv) 为 奇数 ;: ,V2= |vEV|dlw) 为 
偶数 | , 则 V 门 Vy= 多 ,而 UV= ,从 而 ,由 握手 定理 可 知 : 

2IE = RA) Bd Bd) 


也 必 为 偶数 .但 对 每 一 v€ V1,d 《wv) 均 为 奇数 ,只 有 偶数 个 奇数 相 
加 ,其 和 才能 成 为 偶数 , 故 | VV | 必 为 偶数 . 

如 果 a (w) 是 奇数 ,我 们 就 称 v 为 奇 项 点 ,如 果 ad (w) 是 偶数 , 则 
称 v 为 偶 项 点 . 

利用 握手 定理 及 其 推论 ,我 们 可 以 得 到 如 下 结论 :在 一 个 集会 
中 ,和 奇数 个 人 握手 的 人 的 个 数 一 定 是 偶数 .这 是 因为 ,如 果 用 项 点 
表示 参加 集会 的 人 ,用 边 表示 两 个 人 互相 握手 , 则 可 得 到 一 个 图 ,此 
图 即 播 述 集会 中 互相 握手 招呼 的 数学 模型 ,而 和 奇数 个 人 握手 的 人 
邯 相 当 于 区 中 的 奇 顶 吉 ,由 推论 即 知 ,和 奇数 个 人 握手 的 人 的 个 数 必 
然 是 偶数 . 

类 似 地 ,利用 推论 还 可 解决 如 下 的 问题 : 设 A 是 一 个 含有 有 限 
个 正 整数 的 集合 , 则 A 中 所 有 的 与 A 中 奇数 个 数字 没有 素 公 因子 
的 数字 个 数 是 偶数 . 用 图 来 播 述 这 个 问题 就 是 , A 中 每 一 个 数字 对 
应 一 个 顶点 ,两 个 顶点 当 且 仅 当 相应 的 数字 没有 素 公 因 子 时 有 边 ,于 
是 由 推论 即 知 上 述 结论 成 立 . 
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对 于 有 向 图 G =(V,E》, 有 如 下 的 定义 ， 

定义 了 2.5 设 G=(V,E) 是 一 个 有 向 图 ,对 EV, 称 以 w 
作为 边 的 始点 的 次 数 之 和 为 2 的 出 度 , 记 作 4 +[w); 而 称 以 做 为 
边 的 终点 的 次 数 之 和 为 o 的 人 度 , 记 作 4-(v); 同 时 称 以 。 做 为 边 
的 端点 次 数 之 和 为 。 的 度数 (这 与 无 向 图 是 一 致 的 ) ,也 记 作 d (w). 

显然 有 :d(v)=d*(v)+d (vw). 

定理 1.2.2 设 G=(V,E) 是 一 个 有 向 图 , 且 : 


V=fw,v, ,vlE|=m, 
由 Da (2)= 5- (0) = 
证 明 在 有 向 图 中 每 条 边 均 提供 一 个 出 度 和 一 个 入 度 ,从 而 
zr 条 边 共 提 供 n 个 出 度 各 个 入 度 , 故 d* Co) = Ba tu) = 


mm 


$1.3 道路 与 连通 性 


设 图 G =LV,E). 车 G 中 连接 同一 对 顶点 的 边 数 大 于 1 , 则 称 
这 样 的 边 为 多 重 边 . 有 时 也 称 其 为 平行 边 ,而 连 搂 同 一 对 顶点 的 边 数 
称 为 连接 该 对 顶点 边 的 重 数 . 

叉车 图 G =(V,E) 中 形 如 (w,w),vE yY 的 边 , 即 一 条 边 的 两 
个 端点 重合 为 一 点 时 , 称 这 样 的 边 为 环 . 

定义 1.3.1 没有 环 及 多 重 边 的 图 称 为 简单 图 . 

定义 1.3.2 每 一 对 不 同 的 顶点 均 有 一 条 边 相 连 的 无 向 简单 图 
称 为 完全 图 .特别 ,n 阶 完全 图 记 为 K,. 


显然 ,z 阶 完全 图 K。 有 [= 放 x(n 一 了 0 条 边 . 

定义 1.3.3 着 图 G=(V,EE) 的 项 点 集 V 的 两 个 子 集 V1 与 
V2 满足: 

(Du Vi (2) ViNVa=g, 
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且 G 的 每 一 条 边 均 满足 :该 边 的 一 个 端点 在 Vi 中 , 而 另 一 个 
端点 在 V2 中 , 则 称 图 G 为 二 部 图 ,并 记 作 G=(Vi, Va,E). 

如 果 二 部 图 G = (Vi, V2,E) 中 Vi 的 每 一 个 顶点 均 与 V2 的 
每 一 顶点 邻接 , 则 称 这 样 的 二 部 图 为 完全 二 部 图 . 若 | Vi = m， 
1V21=x, 则 将 完全 二 部 图 记 作 G = (V1, Vz, 巨 )= 开 mm、 

例 1.3.1 图 1.3.1 中 (a),(6) 都 不 是 简单 图 ,而 (c ) 是 完全 图 
K4,(q) 是 完全 图 Ks, (e),( 了 ) 均 是 二 部 图 , 且 ( 了 ) 是 完全 二 部 图 


K2,3. 
人 Ca) (8) (e) \ 
(Ce) 人 


[i 


图 1.3.1 


定义 1.3.4 一 个 图 G 的 一 条 途径 ,是 指 一 个 顶点 和 边 的 交替 
序列 :jy = voe1vie2…vs -1ek04, 且 边 e, 的 端点 为 w -1 和 vi(i =1,2， 
…, 此 ). 其 中 wo 和 wv 分 别称 为 途径 的 起 点 和 终点 ,而 A 中 边 的 数 
目 上 称 为 该 途径 的 长 . 

定义 1.3.5 若 图 G 中 的 一 条 途径 y= woelvie2…vwh -1exvx 中 
所 有 顶点 均 不 相同 (此 时 也 必 有 所 有 边 都 不 相同 ), 则 称 其 为 一 条 道 
路 .以 vo 为 起 点 ,vi 为 终点 的 道路 也 称 为 vo 一 wh 道路 . 

若 道路 z 中 vo= wi, 则 称 wx 为 一 条 回路 (或 称 为 一 个 圈 ). 

我 们 特别 称 图 与 图 的 边 的 不 重 并 为 环 路 . 显然 , 圈 是 环 路 ， 
一 定 是 连通 的 ,而 环 路 则 不 一 定 是 连通 的 ,关于 连通 ,我 们 将 在 下 面 
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给 出 定义 . 

有 时 为 了 方便 起 见 ,我 们 只 用 顶点 来 表示 途径 ,道路 、 圈 或 环 路 . 

下 面 我 们 看 一 个 例子 . 

例 1.3.2 人 均 1.3.2 中 所 示 的 图 G:p wiv2v7v6v4 是 一 条 途 
径 ,也 是 一 条 道路 ;但 jx = v1v2v3v7v2v1 只 是 一 条 途径 , 它 不 是 一 
条 道路 ;而 Cl= viw2vgv1 与 C2= v4vsvev4 均 是 圈 . 

可 将 圈 C1,C2 简 记 为 v1vw2vs 与 v4vsvs, 而 CiU C2 即 为 一 个 
环 路 ,显然 它 不 是 连通 的 .但 车 取 圈 Cs = v2v3v7, 则 C1UC3 也 是 环 
路 ,显然 它 仍 是 连通 的 . 

定义 1.3.6 设 w,v 是 图 G=(V， 国 四 加 
EE) 的 两 个 顶点 , 若 G 中 存在 一 条 w 一 " 首 个 小 小 
路 , 则 称 ， 和 w 荐 连通 的 ; 若 图 G 的 任意 “ | " 
两 个 顶点 均 连 通 , 则 称 图 G 是 连通 图 ; 否 了 
则 称 G 是 非 连通 的 . 

车 以 符号 :xz =b 表示 顶点 & 和 是 
连通 的 ,那么 这 种 顶点 之 间 的 “连通 ”关系 是 一 个 等 价 关 系 , 即 它 满 
足 


图 1.3.2 


1.w 三 u( 反 身 性 ); 

2.4 三 v>v 三 u( 对 称 性 ); 

3.4 二 v 且 v 宇 w 字 uw 三 w( 传 递 性 ) 

这 样 ,等 价 关系 “u 三 v" 便 确定 了 顶点 集 V 的 一 个 分 类 : 它 把 
立 分 成 若 于 非 空子 集 V+ V2,…, Vs 的 不 交 并 ,使 得 当 且 仅 当 两 个 
页 点 & 和 w 属于 同一 个 子 集 Vi 时 ,它们 才 是 连通 的 . 

我 们 称 G 的 子 图 G(V1),G(V2),…,G《V,) 为 G 的 连通 分 支 
或 简称 为 分 支 , 分 支 的 个 数 记 为 (G). 

显然 , 当 且 仅 当 G 只 有 一 个 分 支 时 , 即 2(G)=1,G 是 连通 的 . 
而 当 分 支 个 数 大 于 1 时 , 即 &(G)>1,G 为 非 连通 图 (或 称 为 分 离 
图 ). 
例 1.3.3 图 1.3.3 中 ,(a) 为 连通 图 ,(5) 为 有 3 个 分 支 的 非 连 
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通 图 . 


(a) {6) 


图 1.3.3 

定义 1.3.7 若 连 通 图 G 中 存在 一 条 满足 如 下 条 件 的 途径 C， 
C 通过 G 的 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 ,并 最 后 返回 出 发 点 , 则 称 C 为 欧 
拉 回 路 (或 欧 拉 圈 ). 

定义 1.3.8 顶点 度数 均 为 偶数 的 图 称 为 欧 拉 图 . 

定理 1.3.1 连通 的 欧 拉 图 一 定 存在 一 条 欧 拉 回 路 ， 

证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 从 G 的 某 一 顶点 vo 出 发 , 边 数 最 多 的 
一 条 回路 (或 称 为 最 大 回路 ) 是 

C= vovY2 "Vn -ioo- 

下 证 C 即 是 图 G 的 欧 拉 回 路 .我 们 将 给 出 一 个 构造 性 的 证 明 ， 
即 在 证 明 过 程 中 ,提供 一 种 求 欧 拉 回 路 的 算法 . 

假定 C 不 是 欧 拉 回路 , 则 我 们 断言 ,C 中 至 少 有 一 项 点 wv, 使 该 
点 的 度数 大 于 回路 C 中 经 过 顶点 v 的 边 数 (事实 上 ,车 C 中 所 有 项 
点 » 的 度数 均等 于 C 中 经 过 该 顶点 的 边 数 , 则 因 C 不 是 欧 拉 回 路 ， 
于 是 必 有 不 属于 回路 的 C 的 一 条 边 , 且 此 边 的 两 个 端点 也 不 属于 
C, 从 而 这 条 边 必 不 能 与 回路 C 连通 ,这 与 G 是 连通 图 的 假设 矛盾 . 

于 是 C 中 至 少 存在 一 点 % ,使 得 回路 C 过 = 的 边 数 小 于 d (w). 
从 而 由 wv 出 发 至 少 有 一 条 边 e1=《v ,v1) 信 C, 若 v1 二 wv, 则 el 添 
加 于 C 即 可 得 到 一 个 新 的 加 路 ,这 与 C 为 最 大 回路 矛盾 . 下 设 天 
ui 于 是 有 ez= (v1,v'2) 筷 C ,依次 下 去 ,由 G 的 连通 性 ,最 后 必 有 
儿 =(vuboD) 和 C 而 放 =P 即 网 路 C=ooo im 是 二 


- 114 ， 


的 一 条 蜡 于 C 的 新 回路 .从 而 C 与 C 可 合成 一 个 欧 拉 回 路 ; Ci= 
ov-tooTo v0i+1" vm -tive( 其 中 v= wi) 但 这 与 C 是 
G 的 最 大 回路 的 假设 相 亨 盾 . 故 C 是 欧 拉 回 路 . 见 图 1.3.4. 


vl i 
一 ~ 


cl J 


图 1.3.4 

推论 ”如果 连通 图 G =(V ,EE) 恰 有 两 个 顶点 的 度数 是 奇数 , 则 
存在 一 条 以 这 两 个 顶点 (其 中 任何 一 个 均 可 做 为 始点 或 终点 ) 为 端点 
的 ,包含 G 的 所 有 边 的 道路 . 称 这 样 的 道路 为 欧 拉 道路 . 

证 明 设 w,v 是 G 中 仅 有 的 两 个 度数 为 奇数 的 点 ,并 将 图 G 
扯 填 加 一 条 边 e = (u,v), 则 可 得 一 个 新 图 G ,显然 G 的 所 有 顶点 
的 度数 均 为 偶数 , 即 图 G 是 欧 拉 图 . 

由 定理 1.3.1 知 ,G 存在 一 条 欧 拉 回 路 : 

C= wvtv2 Us -TOnDE 

其 中 (u,v0), (v1 v2) ,zio) 是 图 G 的 全 部 边 ,去 掉 回 
路 中 的 边 (w ,zx ), 即 得 图 G 中 一 个 从 wx 到 v 的 欧 拉 道路 . 见 
1.3.5. 

定理 1.3.1 及 推论 反映 了 基 类 图 的 一 个 重 ” 才 -一 一 一 
要 性 质 : 即 一 笔画 问题 . 所谓 “一 笔画 "是 指 某 个 一 六 一文 

/ 


图 可 用 一 笔画 成 (中 间 笔 不 能 离开 纸 ) 而 没有 重 ( 
复 的 笔划 (顶点 可 以 重复 经 过 ) .一 个 图 是 否 可 以 
一 笔画 成 ,是 由 该 图 顶点 的 度 所 决定 的 ,对 此 ,我 
们 可 作 如 下 分 析 ; 

假设 图 G 可 以 一 笔画 成 , 且 有 一 个 起 点 和 一 个 终点 ,而 G 中 其 
余 的 顶点 询 可 看 作 是 “经 过 "的 点 ,正如 一 个 旅程 中 的 中 转 站 ,凡是 作 


图 1.3.5 
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为 "中转 站 "的 点 ,都 必然 有 “到 达 ” 与 “离开 "两 种 情形 ,至 于 经 过 多 少 
次 的 数目 是 无 关 紧 要 的 ,只 要 保持 "到达" 与 “离开 "的 次 数 相 同 即 可 . 
由 于 规定 不 能 走 重复 的 路 线 , 故 每 次 “到 达 ” 与 “离开 ” 均 用 不 同 的 边 
来 表示 .这 样 ,每 一 个 作为 中转 站 ”的 点 必然 具有 偶数 条 边 .换言之 ， 
一 个 “经 过 "的 顶点 ,必须 是 度 数 为 偶数 的 点 ,只 有 作为 起 点 和 终点 的 
顶点 的 度数 , 才 可 能 为 奇数 . 

通过 以 上 的 讨论 ,我 们 可 以 得 出 关于 “一 笔画 "问题 的 如 下 结论 : 

一 个 连通 图 G 可 以 一 笔画 出 的 充分 且 必 要 条 件 为 图 G 恰 有 两 
个 奇 度数 的 顶点 (这 两 个 顶点 中 ,一 个 为 始点 , 另 一 个 为 终点 ); 或 局 
为 欧 拉 图 (此 时 ,始点 和 终点 为 同一 个 顶点, 且 其 中 任意 一 个 顶点 均 
可 作为 始点 ). . 

现在 ,我 们 即 可 给 地 关于 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 的 完美 解答 : 

因为 图 1.1.2 中 ,顶点 4 的 度数 为 5, 顶 点 B,C,D 的 度数 均 
为 3, 即 四 个 顶点 均 为 奇 度数 点 , 故 它 不 能 一 笔画 出 ,从 而 ,所 要 寻求 
的 散步 路 线 是 不 存在 的 . 


$1.4 图 的 矩阵 表示 法 


一 、 邻 接 矩阵 

矩阵 是 研究 许多 数学 问题 和 应 用 问题 的 一 种 有 力 工具 ,对 于 图 
论 的 研究 更 是 如 此 .特别 是 在 利用 计算 机 来 研究 有 关 图 的 算法 时 , 首 
先 遇 到 的 问题 就 是 如 何 使 计算 机 能 识别 图 ,而 利用 矩阵 来 识别 ,就 是 
其 中 一 种 有 效 的 方法 . 

定义 1.4.1 我 们 假定 G 不 含 多重 边 . 

设 图 G=(V,E), 且 |V1= ,构造 矩阵 


加 _ fi,(vi, wv) EE, 
4-(aneenes 其 他 


其 中 ,V= 191,v2… wnl， 
则 称 矩 阵 4 是 图 G 的 邻接 短 阵 . 
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下 面 看 一 个 例子 . 


例 1.4.1 
图 1.4.1 所 示 的 图 G 的 邻接 矩阵 为 : 
01 1 1 0 
0 1 0 0 
A=|1 10 1 0 
1010 1lw 
000 1 0lvs 


图 1.4.1 


车 给 出 一 个 图 G 的 邻接 矩阵 , 则 给 出 了 该 图 的 全 部 信息 ,从 而 
图 的 若干 性 质 即 可 通过 矩阵 运算 而 获得 . 

改变 图 G 的 顶点 排列 次 序 , 即 相当 于 对 图 G 的 邻接 矩阵 A 所 
对 应 的 行 与 列 进行 调 接 . 

从 图 G 的 邻接 矩阵 A 的 定义 中 ,我 们 可 获得 图 G 的 邻接 矩阵 
有 如 下 性 质 : 

《1)4 是 一 个 主 对 角 线 上 的 元 素 缘 为 0, 其 余 元 素 或 为 0 或 为 1 
的 对 称 矩 阵 , 旦 A 的 任 一 行 (或 列 ) 的 元 素 之 和 都 恰恰 等 于 其 相应 顶 
点 的 度数 ， 

(2) 记 B =A2z=(bo5)sxvw, 则 矩阵 也 =A42 的 主 对 角 线 上 元 素 : 

bi = Ean = Da = Den =d(vi). 

即 bi 恰 为 相应 顶点 wv 的 度数 . 

(3) 对 于 任意 非 负 整数 有 ,At = (a 健 )) 中 的 元 素 < 多 等 于 图 G 
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中 连结 顶点 w 与 w 的 长 为 的 途径 的 数目 . 

证 明 对 作 归纳 法 、 

当 上 =0 时 ,40= 了 为 ! 阶 单位 矩阵 .从 任 一 顶点 w 到 自身 有 
一 条 长 为 0 的 途径 ;而 任何 两 个 不 同 的 顶点 之 间 没 有 长 为 0 的 途径 . 
故 当 到 =0 时 ,定理 成 立 . 

归纳 假设 =; 时 ,定理 成 立 . 

下 证 并 =s+1L 的 情形 . 

因为 hl1= Ah ,天 agrDb= 放 aaa 久 ; 册 于 a 是 连结 顶点 妈 
与 vi 的 长 为 1 的 途径 的 数目 ,e 各 是 连结 顶点 wy 与 的 长 为 * 的 途 
径 的 数目 . 

所 以 :au 各; 表示 由 顶点 ww 先 经 过 一 条 到 vi 的 长 为 1 的 途径 ， 
再 经 过 一 条 由 vi 到 的 长 为 s 的 途径 ,这 样 的 途径 的 总 数目 .对 [ 
求 和 即 表示 所 有 连结 与 vi 的 长 为 + 1 的 途径 的 数目 . 

由 归纳 法 原理 ,定理 得 证 . 

(4) 记 C=43=(a 久 ), 则 

(a 入) 是 图 G 中 以 顶点 vi 为 一 个 顶点 的 三 角形 数目 的 两 倍 . 

证 明 连结 顶点 w 与 其 自身 的 长 为 3 的 途径 只 能 是 以 w 为 一 
个 顶点 的 三 角形 ,而 每 一 个 这 样 的 三 角形 按 两 种 不 同 的 方向 对 应 于 
两 条 不 同 的 途径 . 

例 1.4.2 对 于 图 1.4.1 所 示 的 图 G 的 邻接 矩阵 4 ,有 : 


(3 1211 45561 
12120 52522 
A:=|21311 A3= 554561 
12130 62623| 
10101 .1213 0 
对 于 有 向 图 G=(V ,EE), 也 可 类 似 无 向 图 定义 其 邻接 矩阵 . 


入 = {gyday -1 


1, 若 (vi, 0) € E; 
0， ”其 他 


显然 ,有 向 图 的 邻接 短 阵 A 不 一 定 是 对 称 和 矩阵 了 ,但 它 有 如 下 


性 质 : 


(1)A 的 第 ; 行 的 元 素 之 和 怡 为 顶点 上 的 出 度 4 (vi;) ;入 的 第 
7 列 的 元 素 之 和 恰 为 顶点 二 的 人 度 d (vj); 


(2) 若 记 44 


三 C=(co)nxn* 有 "表示 矩阵 A 的 转 置 矩阵 , 则 ， 


cr= 主 aaan 表 示 图 G 中 满足 (w ,mw) 与 (wy,e) 均 属于 正 的 这 


样 的 顶点 we 的 数 
的 数目 . 
(3) 若 记 A 有 A 


目 , 即 以 wi 为 终点 , 且 同 时 以 m,a 为 始点 的 


=DD=(dy)sxn; 则 


4d5= 训 awew 表示 图 中 分 别 以 ww 为 终点 ,但 有 相同 始点 内 


的 这 样 的 顶点 zu 的 个 数 - 
例 1.4.3 对 于 图 1.4.2 所 示 的 有 向 图 G 邻接 甜 阵 


0 1 
_loon 
4-looon 
010 


读者 可 自行 验证 性 质 (1)、(2)《3). 


二 关联 答 阵 
定义 1.4.2 


图 1.4.2 
0 2101 oo000 
0 lool , lo210 
oo 0 0 ol 120| 
0 1001 0000 


设 图 G =(V,E),vEV, 称 G 中 所 有 与 顶点 


关联 的 边 的 集合 为 顶点 的 关联 集 , 记 作 Stw). 
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例 1.4.4 如 图 1.4.3 所 示 的 图 G 中 ,质点 的 关联 集 分 别 为 : 
图 1.4.3 


S(oiD)=leryezvealiS(za) = |e1,es);S(v3) — 1e2, esl; 
S(va)= |e3,es,es,e6l;S{vs) = [ee). 

定义 1.4.3 设 图 G=(V,E), 且 G 为 无 环 图 

V= {vi, v2 va) ,BI VI =ns 

E= {ele2, vm) ,BIE|=m. 


令 


1， 若 边 e 与 顶点 v 关联 ; 
Wy 若 边 e 与 顶点 w 不 关联 ， 
则 称 和 矩阵 M = (5), x 为 图 G 的 关联 短 阵 ,或 称 M 为 图 C 的 顶 
点 关联 矩阵 . 
例 1.4.5 图 1.4.3 所 示 的 图 G 的 关联 矩阵 : 


11100 0 
1000 1 0 
M-|01010 0v 
ort 
00000 1 


el ez e3 €4 e5 e6 
这 里 用 行 表示 顶点 ,用 列表 示 边 , 即 矩阵 M 右边 的 v1, v2, v3、 
v4,v5; 表 示 图 G 的 5 个 顶点 ,M 下 边 的 elvez,e3,e4,esyee 表示 图 
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的 6 条 边 . 

其 中 M 第 一 行 标 存 1 的 那些 元 素 , 表示 与 硕 点 < 关联 的 边 ， 
即 项 点 vi 的 关联 集 Siwl) = fe1,e2,e31;1M 第 二 行 中 标 有 1 的 那 
些 元 素 ,表示 与 顶点 za 关联 的 所 有 边 , 即 项 点 wa 的 关联 第 S(z2) 
= jel'e5l ,等 等 - 

由 于 一 个 图 的 关联 矩阵 的 行 完全 刻 划 了 沪 图 的 彬 应 顶点 的 关 跨 
情况 ,因此 ,关联 知 阵 的 a 个 行 给 出 了 该 图 的 全 部 关联 第 . 

如 为 关联 矩 咱 的 列表 示 的 是 图 的 边 , 旦 图 上 的 每 一 条 边 均 有 日 
羽 有 两 个 端点 , 故 在 关联 从 阵 的 每 一 列 中 恰好 有 两 个 1, 其 余 的 元 素 
全 为 0. 

叉 由 于 一 个 图 的 关联 短 阵 ,完全 描述 了 该 图 的 全 部 项 点 和 边 的 
关联 关系 ,而 一 个 图 的 最 基本 的 内 容 就 是 这 种 项 点 与 边 的 关联 关系 ， 
因此 ,一 个 图 的 关联 矩阵 可 以 用 来 描述 图 的 许多 基本 特征 : 

(1 关联 矩阵 的 每 一 列 丛 好 有 两 个 元 案 为 1, 它 表示 与 其 条 边 相 
关联 的 两 个 顶点 ; 

(2) 关 联 算 阵 的 每 行 中 元 素 1 的 个 数 怡 与 对 应 顶点 的 度数 相 一 
致 ， 

(3) 若 关联 矩阵 的 某 一 行 元 案 全 为 0, 则 毒 示 该 行 对 应 的 项 点 为 
孤立 点 ; 

(4) 交 换 一 个 关联 矩阵 的 某 两 行 或 两 列 ,家当 于 对 同一 图 的 顶点 
和 边 重 新 标 导 . 

三 、 图 的 同 构 

定义 1.4.4 设 Gi=({Vi,E1) 和 G2=(V2,E3) 是 两 个 无 襄 
图 .车 这 商 个 图 的 顶点 集 Yi 和 Y2, 边 集 Pi 和 EE; 之 间 都 分 别 建立 
了 一 一 对 应 关系 ,并 且 满 足 :图 G1 中 两 顶点 的 关联 边 对 应 于 图 G3 
中 相应 顶点 所 关联 的 边 , 即 Yai,oiE V:: 若 aiauzyotoa, 则 当 
fnvi)EEI1 时 , 必 有 (u,v1) 习 (mw2,v02), 其 中 w2,w2E V2, 则 称 
加 G1 与 图 G2 是 同 构 的 . 
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G1 的 已 
图 1.4.4 图 1.4.5 

例 1.4.6 在 图 1.4.4 和 图 1.4.5 所 示 的 图 G1 与 图 G2 中 ,车 规 
定 : 

1 . 顶点 之 冯 的 对 应 关系 为 ; 

UY UU YT UA UI UIS UA US 

2. 边 之 间 的 对 应 关系 为 : 
wu rv 0) (uti) va on); (uz da) > (0 03): 
SE 


则 图 G1 和 图 G> 是 同 构 的 . 

所 谓 两 个 图 同 构 , 指 的 是 在 两 个 图 之 间 建 立 了 一 个 保持 顶点 与 
边 闻 关联 关系 的 一 个 一 一 对 应 .虽然 有 时 两 个 图 从 形状 上 看 不 见得 
一 致 ,甚至 看 起 来 可 能 会 差异 很 大 , 担 它们 的 本 质 { 邵 顶 上 与 所 的 数 
目 及 顶点 与 边 之 间 的 关联 关系 ) 是 一 样 的 , 即 它们 的 拓 杆 结构 是 一 样 
的 .所 谓 拓 朴 结构 一 般 是 指 : 设 图 的 顶点 可 以 任意 挪动 位 置 (在 不 改 
变 原 图 的 顶点 与 边 之 间 的 关联 关系 的 前 提 下 ), 图 的 边 是 完全 弹性 
的 ,只 要 在 不 拉 断 的 条 件 下 ,可 任意 拉 长 或 缩短 ,从 而 使 一 个 图 形 可 
以 变形 为 另 一 个 图 形 . 

利用 图 的 关联 短 阵 ,我 们 可 用 如 下 的 方法 来 判断 两 个 图 是 否 局 
构 的 ， 
设 图 G1 的 关联 矩阵 为 Mi, 图 Gz 的 关联 矩阵 为 M2, 若 经 过 一 
系列 的 (有 限 次 ) 行 , 列 置换 可 由 呆 : 得 到 M2, 则 图 G1 与 图 G3 同 
构 ， 
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例 1.4.7 证 明 图 1.4.6 所 示 的 图 G1 与 图 G2 同 构 . 


vi 


vy 


2 


Gr 


图 1.4.6 


证 明 图 G1 与 图 Gz 的 关联 矩阵 分 别 为 
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多 斤 14 行 


忆 一 局 一 


交换 2,5 列 


交换 1,6 列 


IScor -o-oo~“oOS 
一 
六 
一 
o-oocoo--~-ooo-r- 


o-ooco-o-rm~-oCo 


2 


放 南 前 面 的 讨论 知 网 G1 与 图 G; 同 构 . 
$1.5 应 用 问题 举例 


例 1.5.1 若 我 方 两 名 军事 人 员 和 敌 方 两 名 军事 人 员 同 到 某 一 
现场 视察 ,途中 要 经 过 一 条 河 . 但 只 有 一 只 小 船 , 且 每 次 最 多 只 能 乘 
坐 两 个 人 .为 了 安全 起 见 , 当 敌我 双方 人 员 同 时 在 场 时 ,应 避免 出 现 
我 方 人 员 少 于 敌 方 人 员 的 情况 ,问鼎 如 何 安排 流 河 的 方案 ? 

为 讨论 方便 起 见 , 我 们 用 记号 LLm ,nn) 或 (m,n ,站 表示 河 
的 左岸 有 我 方 人 员 m 人 , 敌 方 人 员 n 大 的 状态 ;而 R《m,n) 或 
名 (mm ,rr) 表 示 河 的 右 庵 我 方 人 员 m 人 , 敌 方 人 员 mn 人 的 状态 . 显 
然 , 当 左 岸 的 状态 为 工 (zm ,nn) 时 ,右岸 的 状态 为 R(2-m :2 一半 ) 

现 将 全 部 允许 的 状态 列举 如 下 
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vi=L(2,2);v2=L(2,1); 
va=L(1,1);v4=L(2,0); 
vs=L(0,2);v6=L(0,1); 
v7=R(2,2);ve= R(2,1); 
vo=R(1,1);v0= R(2,0); 
vy = R(0,2);v2=R(0,1). 
需要 注意 的 是 ,这 里 没有 出 现 L (1,0) 与 R(1,0) 的 状态 .这 是 
因为 ,这 两 种 状态 表面 看 我 方 人 员 多 于 敌 方 人 员 ,但 它 的 对 上 岸 则 会 出 
现 尺 (1,2) 和 工 (1,2) 的 状态 ,显然 这 是 不 允许 的 . 
渡船 的 全 过 程 可 以 看 作 是 状态 的 转移 , 则 状态 之 间 的 关系 ,可 用 
图 1.5.1 来 表示 .其 中 点 表示 状态 ,状态 问 的 转移 用 连 线 表示 ,比如 
从 工 (2,2) 可 以 迁移 到 尺 (0,1) ,这 只 要 从 河 左岸 运 一 名 敌 方 人 员 到 
右岸 即 可 ,我们 用 连 线 上 的 符号 (0,1) 来 表明 这 种 迁移 - 


2 


mold, 1,7) 


图 1.5.1 


显然 状态 之 阿 的 关系 是 可 道 的 .对 称 的 . 换 句 话说 , 即 v= 
工 (2,2) 可 以 转化 为 wz= 尺 (0,1) , 面 v2 也 可 以 转化 为 vi, 等 等 . 
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于 是 原 问题 归结 为 从 图 1.5.1 找 一 条 从 wi 到 v7 的 路 径 , 且 每 
一 条 路 径 都 表达 一 种 渡船 的 方案 . 
为 此 ,我 们 写 出 图 1.5.1 的 邻接 矩阵 : 


All 
A 0jiaaz 


其 中 : 


Al = 


FSS 
o-oo 
SOOooor-- 
cocooor- 
So 
cocoooor- 


且 顶 点 的 次 序 排列 是 按 下 标的 自然 次 序 , 即 : v1, v2,…v12. 
显然 有 : 


现在 归结 为 , 求 4# ,Ai … ,并 注意 什么 时 候 出 现 a 人 镍 ) 寺 0, 且 上 & 
为 奇数 时 的 as 各) 即 为 所 求 的 由 zl 到 v7 的 途径 数目 ， 
由 于 4 和 1= 4 和 所 以 4 对 1 中 第 一 行 元 索 等 于 4 的 第 一 行 
元 素 去 乘 抢 阵 41. 而 我 们 只 是 关心 A4 的 第 一 行 元 素 , 故 可 只 求 出 
每 一 个 45 中 的 第 一 行 元 素 即 可 ， 
我 们 用 (上 ) 来 表示 44 的 第 一 行 元 素 , 则 依次 可 得 ， 
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ia(l)={(001111. 
lot2)=etl) Ai=(420000) 
县 这 里 a{2) 在 矩阵 A? 的 左上 角 的 矩阵 A1? 中 , 即 若 记 A? = 
{a 人 9), 则 a 名 一 2 去 0, 这 表明 由 vi 到 v2 有 两 条 途径 , 且 由 实际 由 
乘 过 程 可 知 ,这 两 条 路 径 分 别 是 为 :v1 >wo v2, v1YV1 玉 v2. 
事实 上 ,由 


0 0 1111 

lo 1 10610 

wl D0G00 
DA1=(00D1D1 

atDAi 一 Oldbl ooe 

Ooooo 

d00000 


=a(2)=(4 B0000 
即 知 . 
类 似 可 得 
af3)=a(2)4I=(0264564)》 
县 由 v2 出 发 ,途中 不 再 经 过 mi 的 话 , 只 能 到 达 ws, 即 ba-~aug， 
过 程 可 表示 为 : 


00 1111 
0D1010 
je 1 10000 

) ={4 0 
af2)41 = 人 的 0 0 oO 000900m0 
110000 
10000 0 
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=a(3)=(0 6464 
001111 
D0o00 
a(3)41=086 4 6 Hi O00 
110000 
100000 


-29)-(20 4 人 0 仿 0 


即 由 vs 出 发 ,有 2 条 途径 ,分 别 为 :wg 一 v3, v8 vs， 
最 后 


001111 
0 1 10 010 
Doro 

一 @ 0 0 
odA-AMO OO NM) onn 
1D0000 
100000 


=alSI=(@ 18 34 20 34 20). 


以 而 ,得 到 从 v1 到 vy 的 4 条 途径 如 下 : 
Du vv vs v0, 
Ov vg Vs U7 
Doo vu vg V7, 
[OT 


这 4 条 途径 也 可 由 见 图 1.5.2 所 示 的 过 程 表示 : 
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图 1.5.2 

前 面 讨论 的 方法 还 可 以 进一步 转化 .我 们 用 一 个 顶点 来 表示 
人 ,) 状 态 , 即 我 方 人 , 敌 方 上 人 的 -- 种 状态 ,而 不 区 分 它 究竟 是 
左岸 还 是 右岸 的 情形 .又 因为 涯 的 左岸 和 右岸 是 交 赫 出 现 的 , 故 状态 
迁移 图 可 用 图 1.5.3 来 表示 . 

需要 指出 的 是 ,v2 点 有 一 从 v2 点 出 发 到 vs 
自身 的 环 , 它 表示 从 {2,1) 状 态 回 到 (2,1) 状 
态 ,但 已 其 河 的 一 嵌 的 (2,1) 状态 迁移 到 河 另 » 站 
一 岩 的 (2,1) 状 态 .这 样 的 环 我 们 称 其 为 自 环 ,x 
或 就 简称 为 环 . 且 图 1.5.3 是 无 向 图 ,组 实际 ! 
上 它 的 每 条 边 都 可 以 看 成 是 双向 的 . oe 

于 是 ,从 点 v1(2,2) 出 发 ,到 点 we(0,1)， 
便 是 由 此 举 的 (2,2) 状 态 转移 到 对 岸 的 (0,1) 
状态 .从 而 问题 归结 为 从 顶点 v1(2,2) 出 发 ， 国 1.5.3 
经 过 奇数 步 返回 o…(2,2) 的 途径 . 

显然 ,对 于 河 的 -- 岩 来 说 ,只 用. ,v2,v03, v4 是 允许 的 , 故 训 将 

1.5.3 改 为 从 图 1.5.4 中 w1 出 发 ,经 奇数 步 重 返 vw| 的 路 径 - 


mn v4 


图 1,5.4 


通过 观察 图 1.5.4, 可 以 给 出 问题 的 解答 ,分 别 为 : ， 
Durrver va vor | 
Duo vs 
图 pi 本 > vs 
国 wo3 一 证 也 3 十 阳 ]， 


或 表示 为 图 1.5.5. 


图 1.5.5 

通过 矩阵 的 计算 ,也 可 得 出 相同 的 结果 .为 此 ,可 令 
00 1 2 
D 1 1 1v 


1 1 0 Ov 
1 1 0 0 
D1 V2 V5 V4 
计算 At (=3,5,…), 直 到 出 现 a114) 关 0 时 为 止 .按照 前 面 给 出 的 
计算 方法 , 亦 可 得 出 同样 的 结果 . 
例 1.5.2 任意 5 个 人 在 一 起 . 峙 这 6 个 人 中 , 若 不 是 有 3 个 人 
彼此 互相 认识 ,必然 是 有 3 个 人 互相 不 认识 . 
证 明 将 这 6 个 人 分 别 用 ul,vwz,vayaw4yaps,a6 这 样 6 个 顶点 
来 表示 .车 vi 与 ww 两 个 人 互相 认识 , 则 将 顶点 vi 与 用 实 线 相连 ， 
否则 用 虚线 相连 . 
显然 ,对 于 任意 两 个 人 来 说 ,或 者 他 们 两 人 互相 认识 ,或 者 他 们 
互相 不 认识 ,两 者 必 居 其 一 .所 以 ,这 56 个 硕 点 中 任何 一 点 ,与 其 他 任 
何 一 点 必 有 一 连 线 {不 论 实 线 或 虚线 ) , 即 该 图 构成 一 个 6 阶 完全 图 . 
于 是 问题 变 为 ,由 上 述 方法 所 得 到 的 一 个 6 阶 完全 枚 中 ,至 少 存 
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在 一 个 实 线 三 角形 或 虚线 三 角形 . 

为 此 ,可 先 任 取 一 顶点 w ,由 抽 层 原则 知 ， 
vi 与 其 他 5 顶点 的 联 线 中 ,至 少 有 3 条 同 为 实 
线 或 同 为 虚线 . 

不 妨 假设 同 为 实 线 ,而 这 3 条 实 线 的 另 一 
端点 分 别 为 v;, vj, vs. 下 面 考虑 由 顶点 vi, vj， 
vi 所 构成 的 三 角形 . 若 此 三 角形 是 虚线 三 角形 ， 
显然 表明 v; ,vj ,vi 之 间 互 不 相识 , 则 问题 得 到 
解决 .车 此 三 角形 不 是 虚线 三 角形 , 则 至 少 有 一 条 边 为 实 线 , 不 妨 设 
此 边 为 (vw;, wv). 则 此 时 三 角形 ww 便 是 一 个 实 线 三 角形 (如 图 
1.5.6 所 示 ). 这 表明 v;,w, ,vi 三 人 相互 彼此 认识 . 


图 1.5.6 


习题 一 

1. 画 两 个 5 阶 图 ,使 顶点 的 度 分 别 是 ; 

(1) 2,2,2,2,2; (2) 3,3,4,5,5. 

2. 设 图 G=(V,E),V={vi,v2 ,vel, E={(vi,v2), 
(v2,02), (v2 04) ,v4 05), (v3,04), (ol os) 

(1) 画 出 G 的 图 形 ; 

(2) 求 G 中 各 顶点 的 度数 ,并 由 此 验证 握手 定理 ; 

(3) 求 出 G 中 奇数 度 顶点 的 个 数 ,并 验证 它 满足 握手 定理 的 
推论 ; 

(4) 指出 图 中 的 平行 边 , 环 ,孤立 点 , 巧 挂 顶点 ( 即 度 为 1 的 项 
点 ) ,悬挂 边 ( 即 与 悬挂 顶点 相关 联 的 边 ); 

(5) G 是 简单 图 四 ? 

3. 设 G=(V,E) 是 一 个 n 阶 连通 图 , 且 |E|=m ,证 明 

(1) mn -1 

(2) m>n -1, 则 G 中 至 少 有 一 个 面 ; 

(3) 若 呈 =2 -1, 则 G 中 至 少 有 一 个 项 点 的 度 为 奇数 . 
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4. 五 图 G 
5. 已 知 图 


中 顶点 度数 的 最 小 值 之 2 ,证 明 G 中 至 少 有 一 个 | 
G 有 10 条 边 ,2 个 2 度 顶点 ， 2 个 3 度 顶点 ,1 个 4 度 


顶点 ,其 余 顶 点 的 度数 都 是 1, 问 G 中 有 多 少 个 1 度 顶点 ? 
6. 若 G 中 有 12 条 边 , 且 G 中 3 度 顶 点 有 6 个 ,其 余 顶 点 的 度 


数 均 小 于 3, 癌 


G 中 至 少 有 几 个 顶点 ? 


7. 画 一 个 欧 拉 图 ,使 它 上 共有 : 
(1) 偶数 个 顶点 ,偶数 条 边 ; (2) 奇数 个 顶点 ,奇数 条 边 ; 
(3) 偶数 个 顶点 ,奇数 条 边 ; (4) ”奇数 个 顶点 ,偶数 条 边 . 


3. 写 出 题 
9. 写 出 题 


1.1 中 各 图 的 邻接 算 阵 与 关联 矩阵 


图 1.1(5 ) 中 每 一 个 顶点 的 关联 集 . 


10. 试 证 下 列 两 图 同 构 , 见 题 图 1.2. 
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(a) (6) 


11. 试 证 题 图 1.3 中 两 图 同 构 . 


题 图 1.3 

12. 求 一 条 过 哥 尼斯 堡 的 七 座 桥 的 路 线 ,要 求 重 复 的 次 数 尽量 
少 . 

13. 证 明 设 G 是 简单 图 , 且 |V1=w,|E|=m, 车 满足 
>C2 -1, 则 GG 是 连通 的 . 

14. 设 G 为 连通 的 简单 图 ,但 G 不 是 完全 图 , 则 一 定 存在 如 下 
的 三 个 顶点 wp, 和 vw ,满足 :u,v)EE,(u.w)EE. 但 (x,w) 
科 马 :其 中 G =(Y ,已 ). 

15. 某 甲 挑 一 担 青 荣 , 带 一 条 狗 、 一 只 羊 赶 路 ,途中 经 过 一 条 小 
河 ,但 只 有 一 只 小 船 ,县 每 次 只 容许 某 甲 带 狗 , 羊 、 莱 三 者 其 中 的 一 种 
过 河 .要 求 当 其 甲 不 在 场 时 ,应 避免 狗 和 羊 或 单 和 菜 在 一 起 , 求 过 河 
的 方案 . 

16. 有 3 个 瓶子 ,容量 分 别 为 8 L,5 L.,3 L. 若 容量 8 L 的 痊 子 
装 满 了 流体 , 试 利用 这 3 个 撼 子 把 这 8 L 液体 均 分 ， 

17. 设 有 敌我 双方 的 各 两 名 人 员 同 到 某 地 勘察 ,途中 要 经 过 一 
条 河 .但 只 有 一 只 小 船 , 且 每 次 至 多 能 乘 举 两 人 . 若 要 求 不 能 让 两 名 
敌 方 人 员 单独 在 一 起 , 求 渡河 的 方案 - 

18. 某 山 区 山上 的 一 个 生产 队 要 用 拖拉 机 运 两 头 牛 、 三 只 羊 下 
山 . 拖 拉 禄 下山 时 只 能 运载 两 只 性 口 ( 牛 ` 羊 均 可 ), 上 山 时 只 能 运载 
一 只 .驾驶 员 不 在 场 时 若 将 牛 , 羊 放 在 一 起 , 则 要 求 蔷 的 头 数 超过 牛 
的 头 数 .驾驶 员 在 场 时 则 无 限制 . 求 运载 的 方案 ， 

19. 试 证 ,任意 10 个 人 之 中 必 有 3 个 人 互相 认识 ,或 者 有 4 个 
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人 互相 不 认识 ,两 者 必 居 其 一 . 

20. 有 一 个 人 带 关 狼 、 羊 和 白菜 过 河 ,但 只 有 一 只 小 船 ,人 每 次 
渡河 只 能 带 一 样 东 西 ( 狼 、 羊 、 白 菜 均 可 ). 如 果 人 不 在 , 狼 要 吃 羊 , 羊 
要 吃 白药 . 问 这 个 人 应 怎样 安排 渡河 ,才能 保证 将 三 样 东西 都 安全 带 
过 河 ? 
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第 二 章 树 


$2.1 树 的 概念 


定义 2.1.1 没有 回路 的 连通 图 称 为 树 , 树 中 的 边 称 为 树枝 , 树 
中 度数 为 1 的 顶点 称 为 树叶 ,度数 大 于 1 的 顶点 称 为 分 支点 .每 个 分 
支 都 是 树 的 分 离 图 称 为 森林 . 


ML” 


图 2.1.1 

例 2.1.1 图 2.1.1 中 给 出 了 有 6 个 项 点 的 各 种 不 同 的 树 . 

定义 2.1.2 图 2.1.2 中 图 G 的 连通 的 无 回路 子 图 称 为 G 的 
树 .车 图 G 的 树 工 包含 G 的 所 有 顶点 , 则 称 树 工 为 图 G 的 一 棵 生 
成 树 (成 支撑 树 ) - - 

G 的 生成 树 T 中 的 边 称 为 树枝 ,而 属于 G 不 属于 T 的 边 称 
为 连 枝 ( 或 弦 )， 

树 工 的 一 个 连通 子 图 ( 仍 为 一 撑 树 ) 称 为 工 的 子 树 . 
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va vs 


vs 
(5) 


图 2.1.2 


例 2.1.2 


0 vi 


vs vs 


(ce) (4d) 


对 于 图 2.1.2(6)、(c)、(q) 均 为 (a ) 的 笃 ,但 只 有 (5) 是 (a) 的 一 


标 生 成 树 ,(c) 为 (8) 的 一 棵 子 树 . 


下 而 看 几 个 关于 树 的 实际 应 用 问题 . 


例 2.1.3 现 有 四 个 银币 ,已 知 其 


有 三 个 一 定 是 真 的 ,最 多 只 


可 能 有 一 个 是 假 的 . 而 真 假 的 判定 标准 在 于 真 银 币 的 重量 完全 符合 
标准 , 假 银币 的 重量 一 定 不 符合 标准 (或 轻 或 重 ). 现 用 一 架 天 平 设 法 


对 这 四 个 银币 的 真 假 作 出 判断 . 


我 们 用 a ,5 ,c,d 分 别 表 示 四 枚 银币 ,并 用 记号 "z ; y "表示 将 


zy 故 在 天 平 上 作 比 较 的 意 恩 . 


如 图 2.1.3 所 示 . 这 里 树叶 ( 即 度 为 1 的 点 ) 即 为 判断 的 结论 . 
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这 里 :8 左边 的 "< 号 表示 在 < 的 前 提 下 继续 比较 4 与 
< ,而 此 时 a >c 不 可 能 发 生 , 放 图 中 的 虚线 即 表示 不 可 能 发 生 的 请 
形 . 

上 面 我 们 把 作出 判决 的 如 辑 关系 用 “ 树 " 的 形式 表达 出 来 ,使 得 
条 理 清楚 ,结论 也 一 目 了 然 ,故我 们 称 这 样 的 树 为 判决 树 - 

显然 ,判决 树 并 不 是 唯一 的 .例如 我 们 也 可 将 四 个 银元 中 的 任 两 
个 故 在 天 平 的 一 边 ,而 将 另 两 个 放 在 天 平 的 另 一 边 来 进行 比较 ,然后 
再 进一步 比较 判断 .最 后 找 出 假 银币 . 如 图 2.1.4 中 的 判决 树 , 其 中 
4,6:c ,9 即 表 示 把 a ,8 放 在 天 平 的 一 这 ,页 ,a 故 在 天 平 的 另 一 
边 来 进行 比较 .图 中 的 虚线 仍 表示 不 可 能 发 生 的 情形 . 


图 2.1.4 


例 2.1.4 代数 表达 式 viw27v3+ wa(ws vs/v7) 可 以 形象 
地 表示 为 如 区 2.1.5 的 形式 : 


-一 个 
-一 人 
-一 \ / 人- 
图 2.1.5 


称 上 图 为 代数 式 wjv27v3+ val ws 一 v7v7) 的 表达 式 树 . 
例 2.4.5 设 有 xn 根 火 此 .甲乙 两 人 依次 从 中 取 走 1 根 或 2 
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根 ,但 不 能 不 取 , 也 不 能 多 取 . 规 定 谁 取 定 最 后 一 根 火柴 淮 就 是 胜利 
者 .下 面 用 树 的 方法 来 寻求 取胜 的 策略 . 

为 了 简明 地 说 明 方 法 ,不 妨 设 a =7 来 进行 分 析 . 在 图 2.1.6 
中 ,我 们 用 符 叶 因 表 示 轮 到 甲 取 时 ,还 奔 有 z 根 火柴 ;而 用 符号 号 表 
示 轮 到 乙 取 时 ,还 剩 有 y 根 火柴 . 

显然 ,只 要 出 现 四 或 四 的 状态 ,由 必然 甲 取胜 ,不必 再 继续 进行 ; 
间 样 ,只 要 出 现 个 或 @ 的 状态 , 则 必然 是 乙 取 胜 ,也 不 必 继 续 讨论 . 见 
图 2.1.6. 


图 2.1.6 


若 甲 取胜 时 , 设 其 得 分 为 1; 若 乙 取胜 , 可 设 甲 得 分 为 ~1. 旺 然 ， 
轮 到 甲 作 出 判决 时 ,他 一 定 要 选择 能 取 值 为 革 的 策略 ;而 轮 到 乙 作 出 
判决 时 ,全 必然 机 选择 使 甲 取 值 为 -1 的 对 策 ,这 个 道理 是 显而易见 
的 .比如 , 当 甲 遇 到 如 图 2.1.7 的 状态 时 ,他 应 到 工 报 火柴 使 之 进入 
状态 加 ,从 面 使 乙 进 人 必然 失败 的 状态 . 这样, 虽然 在 状态 他 下 甲 得 
一 1 分 ,但 在 团 的 状态 下 轮 到 甲 取 , 面 显然 在 号 的 状态 下 甲 得 1 分 ， 
故 分 别 在 加 及 团 的 上 第 注册 甲 所 得 的 分 值 1, 间 理 , 当 乙 遇 到 图 


”138 


2.1.8 的 状态 时 ,他 也 应 取 1 根 火 柴 ,使 之 进入 状态 辕 ,从 而 使 甲 进 
人 必然 失败 的 状态 . 


2.1.7 图 2.1.8 

这 样 ,在 图 2.1.6 中 ,开始 时 若 有 7 根 火柴 , 先 取 者 胜局 已 定 ( 除 
非 对 局 者 失误 ) ,这 是 因为 状态 @ 时 到 使 为 1, 故 甲 先 取 时 ,只 需 由 四 
取 1 根 火柴 ,使 之 进 人 @@ 即 可 . 

2.1.6 中 各 点 的 取 值 (上 钊 所 标的 数字 ) 是 自 下 而 上 回潮 的 . 

比如 状态 加 的 取 值 为 ~1, 这 是 因为 在 状态 加 时 轮 到 乙 取 ,虽然 状态 
本 的 取 值 为 1, 但 乙 可 取 2 根 火柴 ,使 之 进入 状态 团 , 从 而 使 甲 必 然 
失败 , 故 状态 @ 的 取 值 应 为 一 1. 
又 因 在 状态 四 时 轮 到 甲 取 (我 们 是 在 共有 n =7 根 火 柴 , 且 甲 先 
取 时 来 讨论 问题 的 ) , 故 甲 必然 选取 1 根 火 柴 ,使 之 进入 状态 凶 , 从 而 
对 状态 加 的 继续 搜索 可 以 路 去 ,这 样 也 可 达到 “ 驴 枝 "的 目的 ,使 搜索 
的 过 程 更 加 条 理 清晰 . 

对 于 例 2.1.5 所 讨论 的 游戏 ,我 们 可 以 给 出 如 下 更 一 般 的 结论 : 

设 有 n 根 火 柴 . 甲 , 乙 两 人 依次 从 中 取 走 1 根 或 2 根 (不 能 不 
取 , 也 不 能 多 取 ), 且 规定 谁 取 走 最 后 一 根 火 柴 , 谁 就 是 胜利 者 , 则 对 
任意 正 整数 x ,x 三 0(3) 时 ,后 取 者 获胜 ,否则 先 取 者 获胜 . 

证 明 因 n=1 或 x=2 时 ,显然 必 先 取 者 获胜 , 故 下 而 只 需 考 
虚实 3 的 情形 . 

记 n=3k+r. 其 中 为 正 整数 ,r =0,1,2. 

下 而 对 作 归 纳 法 . 

=1 时 ,出 于 n=3, 后 取 者 获胜 ;n =4 或 n=5 先 取 者 获胜 ， 
故此 时 结论 或 立 ; 
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归纳 假设 k=: 时 结论 成 立 , 即 n=3s +r 时 ,结论 成 六 . 
则 名 =s+1 时 ,共有 n=3{s +1)+r 根 火柴 ,此 时 ; 

1 阁 r=0 时 , 则 不 论 先 取 者 取 1 或 2 根 火柴 ,后 妈 者 总 可 相 
应 地 取 2 或 1 根 火 柴 , 使 先 肥 者 第 二 次 取 时 恰 有 3(s +1) -3= 3s 根 
火柴 ,从 而 由 归纳 法 甬 设 ,后 取 者 获胜 ; 

(2) 车 r##0 时 , 则 因 r =1 或 ”>=2, 此 时 先 取 考 即 可 取 - 要 
火柴 ,使 后 取 者 在 第 一 次 取 时 即 有 3(s + 1) 根 火柴 .这样 ,由 (1}) 的 证 
明 , 即 知 原 来 先 取 者 获胜 - 

妇 纳 法 完成 . 


$2.2 树 的 基本 性 质 


树 有 许多 性 质 .有 些 性 质 是 树 的 必要 条 件 , 同 时 也 是 树 的 充分 条 
件 ,因而 树 有 许多 等 价 的 定义 .下 面 的 定理 即 给 出 了 一 些 等 价 的 定义 . 

定理 2.2.1 设 轿 GCG-=(V,E), 上 且 | Vi=xnx, EI= mm, 锡 下 而 
各 命题 是 等 价 的 : 

(1) G 是 连通 图 是 不 含 回路 ( 即 G 为 树 ); 

{2) G 的 每 对 顶点 之 间 有 且 仅 有 一 条 道路 ; 

(3) G 是 连通 的 . 且 m= 一 1; 

(4) G 中 无 回路 .和 且 m=# 一 1; 

(5) G 中 无 回路 ,但 在 G 的 任何 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 增加 
一 条 新 边 ,就 得 到 唯一 的 一 条 回路 ; 

(6) G 是 连通 的 ,但 删 去 G 的 任 一 条 边 后 ,所 得 的 图 就 不 是 
连通 的 (我 们 称 这 样 的 边 为 “ 桥 ”), 即 G 的 每 条 边 均 为 桥 

注 这 里 指 的 删 去 一 条 边 , 仅 指 删 掉 该 边 ,而 不 删 去 与 该 边 相关 
联 的 顶点 . 

证 明 1) 过 (2) 

设 z,p 是 如 中 任意 两 个 顶点 , 则 由 G 的 连通 手 , 知 x,v 之 闻 
必 至 少 有 一 条 道路 . 若 u,v 之 间 有 两 条 不 河 的 道路 Pl 和 P;, 则 必 
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存在 Pi 的 一 条 边 e = (al,ul), 而 e 冬 P?. 显 然 (PiUP2) -e 是 连 
通 的 , 故 (PiUP2) -e 中 必 存 在 一 条 分 别 以 ri, zl 为 起 点 和 终点 的 
道路 .但 这 样 一 来 ,P+e 将 构成 图 G 的 一 个 回路 ,这 与 (1) 的 急 设 
矛盾 . 

(2)=>({3) 

因为 G 中 任意 两 顶点 之 间 均 有 道路 相连 , 故 任意 两 个 顶点 均 是 
连通 的 ,从 而 G 是 连通 图 .下 面 用 归纳 法 证 明 m = 一 1. 

对 顶点 的 个 数 | V1 = 必 归 纳 . 

nn 二 1 时 ,m=0, 结 论 显然 成 立 . 

归纳 假设 x 所 时 结论 成 立 , 下 证 x = 上 +1 时 结论 也 成 立 . 

设 e=(w ,zz) 是 图 G 的 任 一 条 边 ,由 (2) 的 假设 知 ,xz ,o 之 间 除 
了 道路 ww 之 外 ,无 别 的 道路 ,因而 G - e 得 两 个 分 支 GL 和 Ga, 且 
G1 与 Gz 均 为 连通 图 . 设 G1= (V1,E1),G2= (Vs,E2),| Vil= 
a | Val= 2 [EL = mm, | E2| = m2ynt t+ R2= ,M1+ ne2 = 
m~—1]. 

显然 有 nj 二 ,nz 所 , 故 由 归纳 法 假设 ,得 m1 = al 一 1， 
m2 三 2 一 1 从 而 : 

m=mtmatl=(n1)+t+(n~1}+1= 

nit+n2-1=n-1. 

《3) 一 (4) ， 

只 要 证 明 G 中 无 回路 即 可 . 

车 G 中 有 回路 , 则 从 该 回路 中 删 去 任意 一 条 边 后 ,所 得 的 图 仍 
为 连通 图 . 如果 所 得 的 图 中 再 有 回路 ,可 再 从 回路 中 删 去 一 条 边 ,如 
此 下 去 ,直到 所 得 的 图 中 无 回路 为 止 , 设 共 删 去 ={r 芝 1 条 边 所 得 吕 
为 全 .由 作法 知 G 无 回路 ,但 CG 仍 是 连通 的 , 故 G- 为 一 标 树 .而 由 
前 面 所 证 (1) 一 (2) 一 (3) 知 ,G =(7, 王 ?中 , 仍 应 满足 : 
B11=1V 1-1 但 |V1=1V1=n,.E'1=m 一 r, 于 是 得 ; 
mpm 一 r= 二 一 上 有 即 有 =n 一 ]+r(r 之 1), 与 已 知 条 件 半 盾 . 

(4)=>(5) 
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先 证 在 满足 条 件 (4) 时 , G 是 连通 的 . 如 车 不 然 , 设 G 有 
(22) 个 连通 分 支 G1,G2,… ,G4. 并 设 G; 有 ni 个 顶点 ,有 mi 条 
边 们 =,2,… ,天 ). 由 于 GG 中 无 回路 , 故 每 个 连通 分 支 G; 中 均 无 回 
路 ,从 而 每 个 分 支 Gi; 都 是 树 .再 由 前 面 (1) 之 (2) 一 (3) 所 证 ,有 mm = 
x 一 1,7 二 1,2,…, 上 .于 是 ， 

R=n+tn2+ + n= 

mit1)+ {m2t1) + +t me +1)= 
R102 十 十 7H 十 尼 二 2m 十 此 ( 表 祷 2). 

这 与 已 知 mw =n 一 1 矛盾 . 故 避 是 连通 的 , 且 G 又 无 回路 ,从 而 
G 必 为 一 棵 树 . 再 由 前 而 (1) 之 (2) 所 证 , 知 G 中 任意 两 个 不 相 邻 的 
两 个 顶点 zz 之 间 存 在 唯一 的 道路 PP ,将 道路 已 再 添加 新 边 (z ,wv】 
则 形成 一 条 唯一 的 回路 . 

(5)=>(6} 

仍 先 证 明 图 G 是 连通 的 . 

如 车 不 然 , 设 G1 与 ;是 G 的 两 个 连通 分 支 ,v1 为 Ci 中 的 一 
个 顶点 ,ws 为 G2 中 的 一 个 顶点 .显然 在 图 G 中 添 吉 边 (w1,v2) 后 不 
能 得 到 回路 ,这 与 已 知 条 件 矛盾 . 故 G 必 和 连通 

下 证 G 的 每 条 边 均 为 桥 . 

着 G 中 存在 边 e = (4 ,vw),G -。 仍 连 通 , 则 G -e 中 一 定 存在 
zu 到 的 道路 P .显然 道路 P 与 e 构成 G 中 的 回路 ,与 G 中 无 回路 
的 条 件 矛 盾 . 

(6)>{1) 

只 需 证 明 G 中 无 回路 即 可 . 

车 G 中 含有 回路 C, 则 删除 C 上 的 任何 一 条 边 后 ,所 得 的 图 仍 
连通 ,这 与 (6) 中 的 条 件 耶 盾 . 

除了 由 定 至 2.2.1 给 出 的 树 的 充分 必要 条 件 外 , 树 还 有 下 面 重 
要 的 必要 条 件 . 

. 定理 2.2.2 树 中 至 少 有 两 个 顶点 的 度数 为 1, 换 言 之 , 即 树 中 
至 少 有 两 片 树 时 . 
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证 明 设 树 G=(V,E),|V1=n,iE|=m. 则 由 握手 定理 可 


Ea 0)=2m. 

另 一 方面 ,由 定理 2.2.1 知 ;m =n -1, 于 是 

A) 2m =2(n -1)=2n -2. 

如 果 G 中 每 个 顶点 的 度数 缘 大 于 或 等 于 2( 或 者 G 中 只 有 一 个 
顶点 的 度数 为 1, 而 其 余 顶 点 的 度数 均 大 于 或 等 于 2), 则 必 有 : 

40)>2n.( 或 召 d(v)>2(n -D+1=2n -1). 

这 均 与 前 面 所 得 2d (vw)=2n 一 2 矛盾， 

此 矛盾 表明 G 中 至 少 有 两 片 树叶 

注 ”连通 图 中 , 任 一 顶点 v 的 度数 均 大 于 或 等 于 1. 

例 2.2.1 设 树 荆 中 有 n 个 顶点 ,其 中 4 度 、3 度 、2 度 的 顶点 各 
工 个 ,其 余 的 顶点 均 为 树叶 . 问 T 中 有 几 个 顶点 ? 有 几 片 树叶 ? 

解 设 树 了 中 有 z 片 树叶 . 则 由 定理 2.2.1 及 握手 定理 知 : 

4+3+2+z=2(1+1+1+zx—1)>z=5. 

从 面 n=1+1+1+z=8, 

故 树 工 中 有 8 个 顶点 , 且 有 5 片 树叶 . 


$2.3 割 边 与 割 点 


在 定理 2.2.1 的 (6) 中 ,我们 给 出 树 的 一 个 等 价 定义 ;G 是 连通 
图 ,但 删 去 G 的 任何 一 条 边 后 ,所 得 的 图 就 不 连通 , 即 G 的 每 条 边 
均 为 “ 桥 ”. 下 面 我 们 进一步 讨论 这 个 问题 . 

定义 2.3.1 如 果 在 图 G 中 题 去 一 条 边 后 ,图 G 的 分 支 数 增 
加 , 则 称 此 边 为 G 的 割 边 (或 桥 ). 

定义 2.3.2 ”如 果 在 图 G 中 去 掉 一 个 顶点 (同时 也 去 掉 与 该 顶点 
相关 联 的 所 有 边 ) 后 ,图 G 的 分 支 数 增加 , 则 称 该 项 点 为 G 的 制 点 . 

例 2.3.1 在 下 而 图 2.3.1 中 所 示 的 图 中 ,e1,e2,e3, 均 为 割 边 
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( 轿 ) ,而 v1, v2,vs,v4 均 为 割 点 .我 们 强调 指出 : 边 es 也 是 害 边 ,这 
是 因为 去 掉 e; 后 ,图 G 变 为 有 一 个 孤立 点 z 和 一 个 连通 分 支 的 分 
离 图 ， 


图 2.3.1 

定理 2.3.1 当 且 仅 当 图 G 的 一 条 边 e 不 包含 在 G 芍 任 何 一 个 
回路 中 时 ,e 才 是 割 边 . 

证 明 。 是 图 G 的 一 条 割 边 , 则 由 于 G -~ e 的 分 支 数 大 于 G 的 
分 支 数 , 知 G 中 必 存 在 顶点 w ,v ,使 得 w ,wv 在 G 中 连通 ,但 它们 在 
G 一 e 中 不 连通 . 

从 而 .在 G 中 存在 菜 条 ww ~ v 道路 (符号 一 表示,% 中 任 
一 点 均 可 为 始点 ,也 均 可 为 终点 的 道路 ) 忆 ,县 道路 P 必 通 过 按 e .再 
设 e={z,y), 则 在 G 一 e 中 ,道路 P 必 有 一 节 , 使 z 与 x 连通 . 旦 
务 有 一 背 , 使 y 与 连通 , 见 图 2.3.2 中 的 图 G. 


图 2.3.2 
著 e 在 G 的 某 回 路 C 中 ,x ,y 将 由 C -。 相 联 结 ,这 表明 w 和 
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在 G-e 中 成 为 连通 的 ,这 与 充分 性 假设 矛盾 . 

反之 ,假设 边 。= z ,y) 不 是 害 边 , 则 必 有 避 -e 与 G 的 分 支 数 
祖 同 . 
因为 G 中 存在 一 条 zx - y 道路 , 即 边 (x ,y) 本 身 ,所 以 zz,y 必 
在 G 的 同一 分 支 中 ,而 这 样 一 来 ,z ,> 也 必 将 在 G 一 。 的 同一 分 支 
中 (假若 不 然 ,G - e 的 分 支 数 将 会 大 于 G 的 分 支 数 ,显然 不 可 能 ). 
从 而 在 G - e 中 就 必 有 一 条 zx - y 道路 已 ,于 是 边 。 就 包含 在 G 的 
加 路 P+e 之 中 了 . 

定理 2.3.2 当 翌 仅 当 连通 图 C 的 每 一 条 边 均 为 割 边 时 , G 才 
是 一 棵 树 - 

证 明 由 定理 2.2.1, 立 得 . 

定理 2.3.3 当 且 人 奴 当 图 G 中 存在 与 顶点 * 不 同 的 两 个 顶点 
v1 和 v2, 使 得 所 有 的 zi 一 v2 道路 都 通过 w 时 ,zx 才 是 制 点 . 

证 朋 记 G=(V,E}, 并 设 w 是 图 的 一 个 割 点 . 则 G-v 是 
至 少 有 两 个 分 支 的 分 离 图 . 

设 台 一 z 中 一 个 分 支 的 顶点 集合 为 V1, 而 将 G - x 中 其 余 质 
点 的 集合 沁 为 Vs, 于 是 : 

VvV=WViUVUda ,EE ViflV = ,ut Va Vy 

于 是 对 任何 两 个 满足 条 件 : vi 所 Vi, v2 起 Va 的 顶点 v1,w2 来 
说 ,它们 必 在 G -x 的 不 同 分 支 中 .从 而 对 于 G 中 每 条 v1 一 wz 道路 
卫 来 说 , 它 必 会 有 项 点 zx 

反之 ,车 在 G 的 每 条 联结 v1 和 v2 的 道路 上 , 则 在 G 一 «中 
必 不 可 能 存在 一 条 联结 vi 和 v2 的 道路 ,从 而 G -wu 就 是 不 连通 的 ， 
这 表明 是 图 G 的 一 个 割 点 . 

注 G 一 uw 表示 从 图 G 中 去 掉 顶 点 w 以 及 所 有 和 w 四 邻接 的 
按 折 得 到 的 图 . 

例 2.3.2 任 一 树 了 中 顶点 度数 大 于 1 的 点 均 为 审 点 - 

证 明 设 * 为 树 T 中 度数 大 于 1 的 任 一 顶点 , 则 必 存 在 了 中 
的 两 个 异 于 zx 的 顶点 v! 和 v2, 使 得 (wi1,w) 和 Lu ,wv2) 均 为 工 的 边 ， 
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且 道 路 P = wiwws 必 为 树 了 中 唯一 由 wi 到 wz 的 道路 , 故 由 定理 
2.3.3, 知 z 为 害 点 . 

定义 2.3.3 设 图 G=(V,EE), Yu,vE€V, 当 存在 连结 w 和 
的 道路 时 ,所 有 这 些 连结 4 ,w 的 道路 中 最 短 道路 ( 边 数 最 少 ) 之 长 称 
为 上 与 。 之 间 的 距离 , 记 作 :d (u,v), 如 果 不 存 在 连结 wu,w 的 道 
路 , 则 规定 w,v 之 间 的 距离 为 无 穷 , 记 和 作 :d {w,v)= oo. 

定理 2.3.4 一 个 连通 图 G 至 少 有 两 个 顶点 不 是 害 点 . 

证 明 令 w 和 和 vw 是 图 G 中 有 最 大 距离 ( 即 连结 : 和 = 的 道路 
边 数 最 多 ) 的 两 个 点 , 因 图 G 是 连通 的 , 故 这 种 最 大 距离 是 一 定 存在 
的 . 

急 若 x 是 割 点 , 则 G 中 必 另 有 一 顶点 wi, 它 与 ov 在 G 一 u 的 不 

同 分 支 中 ,从 而 由 定理 2.3.3,z 必 在 每 条 连结 v 和 wi 的 道路 上 . 

这 样 必 有 :d(v,00)>adtw,2), 见 图 2.3,3. 


图 2.3.3 

这 与 所 设 w 和 w 是 图 G 中 具有 最 大 苏 离 的 两 个 顶点 的 假设 序 
盾 . 故 4 不 是 割 点 ， 

用 同样 的 论证 方法 可 知 " 也 不 是 割 点 .从 而 知 图 G 中 至 少 有 
两 个 顶点 不 是 割 点 . 

定理 2.3.5 设 G=(V,E) 是 一 棵 树 , 则 对 任意 G 的 顶点 x， 
当 且 仅 当 d(w)>1 时 ,wu 是 着 点 . 

证 明 必要 性 由 例 2.3.2 已 证 . 

下 证 充分 性 ， 

设 x 是 树 G 的 一 个 害 点 , 则 必 有 a (a) 之 1( 因 树 是 连通 的 ), 但 
车 dt{w)=1 时 , 则 GG 一 w 的 边 数 仍然 比 顶点 数 少 1, 且 马 一 “无 回 
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路 , 即 G -uw 仍 是 一 棵 树 ,这 表明 G - w 是 连通 的 , 故 x 不 是 G 的 
割 点 . 
这 样 ,我 们 就 证 明了 当 * 是 树 G 的 割 点 时 , 必 有 ad(u)>1. 
定义 2.3.4 若非 平凡 的 连通 图 G 没有 割 点 时 , 则 称 G 为 不 可 
分 图 . 
例 2.3.3 图 2.3.4 即 为 一 个 不 可 分 图 . 
a d 


图 2.3.4 


定理 2.3.6 不 可 分 图 的 任 一 边 至 少 在 一 个 回路 中 . 

证 阴 设 e=(z,y) 是 不 可 分 图 G 的 任 一 条 边 , 则 因 x+,y 都 不 
是 制 点 ,所 以 图 G -。 仍 是 连通 图 , 故 在 G -e 中 必 有 一 条 x ~y 道 
路 已 ,这 表明 :P + e 构成 G 中 的 一 个 回路 . 

例 2.3.4 设 图 G 中 e=(zyy) 为 割 边 , 则 顶点 z( 或 y) 为 割 点 
的 充 要 条 件 是 d(x)>1( 或 d4(y)>1). 

证 明 ”必要 性 : 因 z 是 割 点 ,所 以 G 一 x 的 分 支 数 大 于 G 的 分 
支 数 , 必 d(z)>1. 否 则 ,d(xz)=1 时 ,从 xz 出 的 边 只 有 (xz,y), 从 
而 G-z 与 G 有 相同 的 分 支 数 ,矛盾 . 

充分 狂 :因为 &(z)> ,所 以 与 x 邻接 的 边 除 (z ,y) 至 少 还 有 
一 条 , 设 为 (zx,n), 而 Ge 中 ,y 与 x 在 不 同 的 分 支 中 , 必 y 与 «也 
在 不 同 的 分 支 中 .这 表明 G - e 至 少 有 y 与 x 在 新 的 不 同 分 支 中 , 故 
Zz 为 割 点 . 见 图 2.3.5. 
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图 2.3.5 


$2.4 生成 树 及 其 求法 


定义 2.4.1 设 工 是 图 G 的 一 棵 生成 树 , 则 T 的 所 有 连 枝 ( 弦 》 
的 集合 (包括 与 这 些 弦 相 关联 的 顶点 ) , 称 为 树 在 G 中 的 余 笃 . 

例 2.4.1 如 图 2.4.1 所 示 的 图 G 中 ,(a ) 即 为 图 G 的 一 棵 生 
成 树 T, (5 ) 为 树 工 在 图 G 中 的 余 树 . 


6 Ca) 人 


图 2.4.1 


注 树 工 在 图 G 中 的 余 树 不 一 定 连 通 ,也 不 一 定 不 会 回路 .如 图 2.4.2 中 、 
(a) 也 是 图 2.4.1 中 图 G 的 一 棵 生成 树 ,而 (5) 是 (2) 中 生成 树 的 余 树 .显然 它 即 不 
连通 且 又 包含 回路 .因此 ,一 般 地 来 说 " 余 树 "不 -- 定 是 树 . 更 不 一 定 是 生成 树 . 


ta) {bp) 
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定理 2.4.1 


证 明 必要 性 : 设 G 有 和 


G 有 生成 树 的 充分 县 必要 条 件 是 :G 为 连 道 


成 树 ,假若 G 不 连通 , 则 G 的 性- 一 个 


生成 子 图 也 都 不 能 是 连 遂 的 ,从 而 G 不 会 有 生成 树 ,这 与 必要 性 假 
设 矛 盾 . 
充分 性 : 设 G 是 连通 图 , 且 下 是 G 的 边 数 最 小 的 连通 生成 子 


就 是 G 的 一 棵 生成 树 ， 
推论 G=(V ,EE) 为 n 阶 连 遂 图 ,1El=m, 则 六 之 
证 明 由 定理 2.4.1 知 G 有 生成 树 T, 记 下 = (YY,E1), 则 
IE1|=|V|1-1=n 1. 于 是 :m=|El 之 |E1|=n 一 1 
定理 2.4.2 设 图 G=(V,E),i1Vi=n,lE1=m, 则 工 是 G 
的 一 棵 生成 树 的 充 要 条 件 是 :本 为 G 有 n -1 条 边 的 连通 生成 子 图 . 
证 明 必要 性 : 设 下 是 G 的 一 棵 生成 树 , 则 T 是 图 G 的 一 个 


生成 子 图 , 故 工 必 有 个 顶点 ;又 因 工 是 一 棵 树 ,从 而 
且 有 x 一 1 条 边 , 即 工 为 G 的 有 nn -1 条 边 的 连通 生成 子 图 

充分 性 : 设 了 基 G 的 有 n -1 条 边 的 连 道生 成 子 
nn 个 顶点 .又 


明了 是 


定理 2.4.3 设 工 是 连通 


G 的 一 棵 生成 树 . 


条 连 枝 ( 弦 ), 则 工 + e 含有 一 条 唯一 的 回路 . 


证 明 设 e=(x,z), 则 因 


图 .于 是 对 了 的 任 一 边 e 来 说 ,Te 是 分 离 的 ,这 表明 了 的 每 一 条 
边 均 为 割 边 ,因而 T 必 为 一 棵 树 . 但 工 又 是 图 G 的 生成 子 


; 故 工 


一 1 


T 是 连 遗 的 


, 则 T 必 有 
下 是 连通 的 , 故 由 定理 2.2.1 知 ,T 是 一 棵 树 .这 表 


G 的 一 棵 生成 树 , 且 边 e 是 T 的 一 


是 G 的 一 棵 生成 树 , 知 u 与" 在 


工 中 是 连 道 的 . 记 代 中 一 v 道路 为 已 , 则 已 +e 即 为 了 +e 中 一 条 
唯一 的 回路 . 


下 面 介绍 求 一 个 连 道 图 G 的 生成 树 的 两 种 常用 方法 : 避 


破 圈 法 . 


法 和 


“1. 如 图 法 
所 谓 “ 避 网 法 "的 具体 方法 是 : 先 在 图 G 中 任 取 一 条 边 e1; 再 取 
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一 条 和 el 不 构成 圈 的 边 e2; 然 后 再 取 一 条 边 e3; 使 es 和 e1,ez 均 不 
能 构成 圈 . 如 此 继续 下 去 ,直到 最 后 得 出 G 的 一 个 不 含 图 的 连通 生 
成 子 图 了 为止 , 则 了 就 是 图 G 的 一 棵 生成 树 - 

例 2.4.2 在 如 图 2.4.3 所 示 的 图 G 中 , 取 el 一 (vi,v2), 再 依 
次 取 ez= (v2,w3),e3= (v3,04),e4= (v4,vs), 则 由 边 集 {e1,e2,e3， 
esj 组 成 的 子 图 Tt 即 为 图 G 的 一 棵 生成 树 . 


ws vs 
ey (a 所 
1 
Uy VL ve 
es er en el 
ve We 
人 (TD 
Us Vs 
ea es 
Ut Ut 
wo 3 
ey 6 
ey es ey 1 
er 
v3 v2 vy v2 
(T3) 《Ti) 
图 2.4.3 


显然 ,还 可 从 其 他 边 出 发 而 得 到 另外 的 生成 树 ,如 由 边 集 {e4， 
esse6s 27] 组 成 的 生成 树 Tz, 由 边 集 let ea,ekye?i 组 成 的 生成 树 
Ts. 

2. 破 圈 法 

所 谓 “ 破 圈 法 "即将 每 一 个 圈 ( 癌 路 ) 破 坏 的 意思 .具体 方法 是 : 先 
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在 图 G 中 任 取 一 个 圈 ( 若 G 中 无 圈 , 则 G 无 回路 ,又 因 G 是 连通 
的 ,这 表明 G 的 生成 树 为 自身 ), 去 掉 其 中 的 一 条 边 ; 然 后 再 取 一 个 
图, 同时 再 法 掉 这 个 图 上 的 一 条 边 . 如 此 继续 下 去 ,最 后 得 到 的 无 轿 
生成 子 图 就 是 图 G 的 一 棵 生成 树 ， 

例 2.4.3 去 掉 图 2.4.3 的 图 G 中 国 vivzvsvt 中 的 边 es, 再 去 
掉 vzv3vsv2 中 的 边 e6, 最 后 再 去 掉 圈 v3vavsv3 中 的 边 e7, 即 得 到 
与 例 2.4.2 中 由 避 轿 法 所 得 的 生成 树 工 1. 

同样 , 若 先 去 掉 该 图 G 中 国 viv2vsv1 中 的 边 e1, 再 去 掉 轿 
v2v3v5v2 中 的 边 e2, 最 后 再 去 掉 图 wau4vszs 中 的 边 e3, 就 得 到 与 
图 2.4.4 中 相同 的 生成 树 >. 

显然 ,一 个 连通 图 的 生成 树 不 是 唯一 的 ,我 们 可 利用 “ 避 圈 法 "或 
“ 破 圈 法 "来 求 出 一 个 连通 图 的 全 部 生成 树 . 

例 2.4.4 图 2.4.3 中 的 图 G 的 全 部 ( 共 21 棵 ) 生 成 树 如 下 图 
(图 2.4.4) 所 示 ; 

出 以 上 讨论 可 知 ,连通 G 的 生成 树 在 以 下 两 种 意义 下 都 不 一 定 
是 唯一 的 . 

(1) 在 非 同 构 意 义 下 , 即 两 棵 生成 树 存在 不 同 的 边 就 认为 它们 
是 不 同 的 ; 

(2) 在 同 构 意 义 下 , 即 连通 图 G 可 以 存在 非 同 构 的 生成 树 ， 

例 2.4.5 例 2.4.4 给 出 的 图 G 的 21 棵 生成 树 ,在 同 构 的 意义 
下 ,只 有 下 面 三 种 是 不 同 的 , 见 图 2.4.5. 


图 2.4.5 
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图 2.4.4 
定理 2.4.4 设 连通 图 G=(V,E), 有 HIV|=n,iE|=m,T 
是 G 的 一 棵 生成 树 ,了 ' 是 树 工 在 G 中 的 余 树 , 则 TT 中 有 mm 一 n +1 
条 边 , 即 醋 有 m 一 n +1 条 纺 . 
证 明 因为 生成 树 有 n -1 条 边 (树枝 ), 所 以 荆 有 zm (nn 一 1) 
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=m 一 2+1 条 弦 . 
例 2.4.6 给 出 图 2.4.6(a ) 中 所 示 图 的 两 棵 非 同 构 的 生成 树 ， 
并 楷 出 它们 的 树枝 和 弦 ， 


es 


国 ”TS 
7 /es pe 
Ca) (人 (0) 
图 2.4.6 
解 图 2.4.6 中 (5),(c) 所 示 的 图 ( 实 边 ) 都 是 图 2.4.6(a) 中 


图 的 生成 树 , 设 它们 分 别 为 Ti 和 TT;, 它 们 显然 是 非 问 构 的 . fe;， 
e3124185 为 TI 的 树枝 ,ei,es 为 Ti 的 弦 ; 而 e1,e3,e4,es 为 T: 的 
树枝 ,e2,es 为 T; 的 弦 . 

在 图 2.4.6 的 树 Ti 中 加 弦 ei 或 es 则 分 别 产生 回路 ele2e3e4 
或 eaeses- 这 样 的 回路 的 其 辣 特点 是 ;它们 中 均 各 只 含 ! 条 弦 , 而 其 
余 的 边 都 是 树枝 ,我 们 称 这 样 的 国 路 为 生成 侍 的 基本 回路 ,下 面 给 出 
其 严格 定义 如 下 : 

定义 2.4.2 设 G 是 有 m 条 边 的 x 阶 连通 图 ,了 是 G 的 一 棵 
生成 树 , 了 的 m -n+1 条 玖 分 别 为 :e1,e2,…… ,es(s=m -nt 
DD.G 中 仅 含 工 的 一 条 弦 e 的 回路 Cx 称 作对 应 弦 ex 的 基本 回路 ， 
(上 三 1,2,…,5). 面 集合 [C1,C2,…, Cs| 称 作对 应 生成 树 了 的 基本 
回路 系统 . 

例 2.4.6 中 ,生成 树 Ti 对 应 的 基本 回路 有 两 个 :对 应 编 et 的 为 
ele2e364, 对 应 驴 es 的 为 etese6. 基本 回路 系统 为 | eiezese4， 
e4esedi .而 生成 树 Tz 对 应 的 基本 回路 也 有 两 个 :对 应 弦 ez 的 为 
ezeae4el), 对 应 弦 ee 的 为 eseses. 基本 国 路 系统 为 {eze3ese1， 


esesed}. 
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上 面 两 个 基本 回路 系统 中 ,一 个 共同 的 特点 是 它们 各 自 所 含 元 
素 个 数 是 相同 的 ,都 是 2. 这 并 不 是 偶然 现象 .事实 上 ,任何 一 个 连通 
图 G 对 应 不 同 生成 树 的 基本 回路 可 能 不 同 ,但 基本 回路 的 个 数 是 相 
同 的 ,都 等 于 m 一 n+1( 其 中 m 为 G 的 边 数 ,= 为 G 的 顶点 数 ). 
我 们 看 图 2.4.6(5 ) 中 图 的 边 集 S1 二 |es,e6} ,Sz2= | evesye|， 
S3= tel,eal,S4= fei,e3j ,它们 具有 如 下 的 共同 特点 :在 (a) 中 去 掉 
Si 的 所 有 边 后 , (a ) 变 成 了 具有 两 个 分 支 的 分 离 图 ,但 是 只 去 掉 Si 
中 的 部 分 边 ,图 (a ) 将 仍 是 连通 的 ,我 们 称 这 样 的 边 集 为 图 (a ) 的 一 
个 割 集 ,显然 , 当 某 制 集中 只 有 一 条 边 时 , 则 该 边 即 为 图 (ea ) 的 一 条 
割 边 . 

另外 ,我 们 上 面 给 出 的 4 个 割 集 又 具有 如 下 特点 :每 个 割 集中 都 
有 且 只 有 1 条 树枝 , 面 其 余 边 均 为 弦 . 称 这 样 的 割 集 为 生成 树 T1 对 
应 的 基本 害 集 .下 面 给 出 基本 割 集 的 一 般 定 义 ， 

定义 2.4.3 设 工 是 ” 阶 连通 图 G =(V,E) 的 一 棵 生成 树 ， 
e'1,e2.… ,em-1 为 的 树枝 , 设 S, 是 只 合 树 枝 e' ,其余 边 均 为 弦 
的 割 集 . 称 S, 为 对 应 树枝 ev 的 基本 制 集 ,1S1,S2,…,S， -jj 为 对 应 
生成 树 T 的 基本 割 集 系 统 . 

局 基本 回路 系统 的 情况 类 似 ,G 的 不 同 生成 树 的 基本 割 集 可 以 
不 相同 ,但 基本 割 集 的 个 数 是 相同 的 ,其 个 数 恰 为 4 一 1. 图 2.4.6 
(c) 对 应 生成 树 Ts 也 有 四 个 基本 制 集 : es,e6} ,|e2,e4,es) ,iez， 
e231 ,1e1,621, 将 它们 组 成 集合 ,就 是 基本 割 集 系统 . 

给 定 连通 图 G 的 生成 树 T 之 后 ,下 对 应 的 基本 回路 系统 和 基 
本 割 集 系 统 不 仅 是 存在 的 , 面 且 是 唯一 的 .只 要 记 住 基本 回路 的 特点 
(只 会 一 条 弦 , 其 余 边 均 为 树枝 ) 和 基本 割 集 的 特点 (只 合 一 条 树枝 ， 
其 余 边 均 为 弦 ) ,就 能 较为 容易 地 求 出 基本 回路 系统 和 基本 制 集 系 
统 .另外 ,要 注意 基本 回路 为 由 若干 条 边 构成 的 一 个 图 , 而 基本 割 集 
为 由 若 于 条 边 (可 能 邻接 ,也 可 能 不 邻接 ) 构 成 的 边 的 集合 ,特别 要 注 
意 它 们 写法 上 的 不 同 . 

例 2.4.7 图 2.4.7 所 示 的 图 G 中 , 实 边 所 示 的 图 为 G 的 一 棵 
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生成 树 工 . 求 对 应 工 的 基本 回路 系统 和 基本 割 集 系统 . 
解 图 的 顶点 数 n=6, 边 数 加 =9, 基 
本 回路 个 数 为 :m -n+1=9-6+1=4. ~、 
基本 制 集 个 数 为 :n ~ 1=6 一 1=5. / \ 
工 的 4 条 弦 为 :e ,6 ,c ,i 它们 对 应 的 ， 
基本 回路 分 别 为 :C。 = edfg ,Cs= bda,C. x 
= caqdjfgh ,Ci = igh. 基本 回路 系统 为 ， 公 、 


1C Cs, C., Ci}. f 
工 的 5 条 树枝 为 :a ,d,f,g, .它们 
对 应 的 基本 割 集 分 别 为 :S。= {a ,6,c?,Sa 图 2.4.7 


=id,e,b,c},Sr={f,e,cl,Ss= |g,e, 
i,c} ,Ss = ,i,c|. 基 本 割 集 系统 为 : |S。 ,Sz, Sy, Sg, Sh!. 

求 树枝 e“ 对 应 的 基本 割 集 的 方法 如 下 :将 。 从 工 中 删除 ,于 是 
工 ~e 有 两 个 连通 分 支 , 分 别 记 为 本 1 与 Taz. 设 Vi 和 V2 分 别 为 了 
和 Ta 的 顶点 集 , 则 对 应 的 基本 割 集 为 : 

Se = fe EEle 的 一 个 端点 在 Vi 中 , 另 一 个 端点 在 Vz 中 i. 


§2.5 根 树 及 其 应 用 


一 个 有 向 图 G , 如果 略 去 各 边 的 方向 后 所 得 无 向 图 为 (无 向 ) 
树 , 则 称 G 为 有 向 树 .在 有 向 树 中 ,最 重要 的 是 根 树 ,它们 在 计算 机 
专业 的 数据 结构 ,数据 库 等 专业 课程 中 占据 极其 重要 的 位 置 . 本 节 主 
要 讨论 根 树 及 它 的 简单 应 用 . 

定义 2.5.1 一 樟 非 平凡 的 有 向 柑 , 如 果 有 一 个 顶点 的 人 度 为 
0, 其 余 顶 点 的 人 度 均 为 1, 则 称 此 有 向 树 为 根 树 .在 根 树 中 ,人 度 为 0 
的 顶点 称 为 树 根 ;入 度 为 1 且 出 度 为 0 的 顶点 称 为 树叶 ;人 度 为 1 且 
出 度 大 于 0 的 顶点 称 为 内 点 ;内 点 和 树 根 统称 为 分 支点 

例 2.5.1 图 2.5.1 中 ,(a) 为 一 襟 根 树 . 

(2 ) 为 有 向 树 ,wo 为 树 根 ;wi ,v3,vs, ve,v7 均 为 树叶 ;wz2, v4 为 
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图 2.5.1 
内 点 ;wo, v2swa 为 分 支点 .在 根 树 中 ,由 于 有 向 边 的 方向 都 是 一 至 的 ， 
故 当 明确 笠 根 后 ,有 襄 边 的 方向 均 可 省 去 , 即 用 区 2.5.1 中 的 (6 ) 来 代 
准 (a) ,其 意义 是 明确 的 ,下 面 月 提 到 根 树 时 ,其 有 向 边 的 方向 沟 省 掉 。 


并 将 树 根 放 在 其 他 各 顶点 的 上 方 , 如 图 2.5.1 中 的 (二 ) 所 示 . 

在 根 树 中 ,从 怪 根 到 任 一 顶点 v 的 道路 长 度 称 为 的 层 数 , 记 
作 4(w); 并 称 层 数 相同 的 顶点 在 同一 层 上 ; 层 数 最 大 顶点 的 层 数 称 
为 树 高 ,并 记 ( 丁 ) 为 根 树 了 的 高 度 ， 

全 2.5.1 中 的 根 树 了 中 , 树 根 zo 处 在 第 0 层 上 ,7{wo)=0;w:， 
v2,53 处 在 第 1 层 上 ,i(%)=1(i =1,2,3);v4a,vws 处 在 第 2 层 上 ， 
Hw) =2(j =4,5); wn, v7 处 在 第 3 层 上 ,4(va)=3( 下 =6,7), 且 
kT)=3. 

注 “ 有 的 书 中 规定 树 根 的 层 数 为 1, 而 它 的 下 一 层 顶点 的 层 数 为 2, 等 等 ,希望 
读者 在 阅读 其 他 书籍 时 要 注意 区 分 . 

在 报 树 中 , 若 从 一 顶点 u 出 发 ,有 一 条 有 向 边 使 之 与 硕 点 相 
连 , 则 称 zx 邻接 到 .又 若 n 邻接 到 41, ti 邻接 到 w2,…,u -1 邻接 
到 ws ,ua 邻接 到 ,好 称 顶 点 x 可 达 顶 点 .例如 ,图 2.5.1 中 的 根 
评 ,vo 邻接 到 v1, v2 邻接 到 vs 等 . 面 wo 可 达 ua,po 可 达 v4,w2 可 
达 zz 等 等 . 

下 面 给 出 “家 族 " 树 的 概念 . 
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设 工 是 - 棵 根 树 - 若 顶 点 = 邻接 到 顶点 6, 则 称 顶 点 为 a 的 儿 
子 ,同时 称 & 为 的 父亲 .又 若 顶 点 pc 的 父亲 相同 , 则 称 5c 为 兄弟 . 
又 若 顶点 a 隆 4, 且 4 可 达 4d, 则 称 a 为 4 的 祖先 ,而 4 为 4 的 后 代 . 

在 例 2.5.1 中 的 根 树 中 , 硕 点 v1, va:zs 均 是 兄弟 ,它们 的 父 
亲 是 w6. 另 外 ,v4,ws 是 兄弟 ,它们 的 父亲 是 v2. 同样 ,we,wr 也 是 兄 
第 ,它们 的 父亲 是 v4. 这 里 . 除 wo 外 ,所 有 的 顶点 都 是 v6 的 后 代 , 所 
vu 是 它们 的 祖先 . 

在 根 树 了 中, 设 a 是 一 个 非 根 的 顶点 , 则 称 由 a 及 a 的 后 代 形 
成 的 子 图 二 为 根 树 工 的 以 a 为 根 的 根子 树 . 

例如 ,在 例 2.5.1 的 根 树 荆 中 , 取 顶 点 wz, 贴 v2 为 非 根 顶 点 ， 
az 的 后 代为 :wa,vs,w6,v7. 可 得 以 vz 为 根 的 根子 树 . 

在 应 用 中 ,往往 将 根 树 每 一 层 上 的 顶点 都 规定 次 序 , 这 就 是 下 面 
定义 的 有 序 树 . 

定义 2.5.2 和 如果 将 根 树 每 一 层 上 的 顶点 都 规定 次 序 ,这 样 的 
根 树 称 为 月 序 树 . 

有 序 硅 的 次 序 可 全 标 在 顶点 处 ,也 可 以 全 标 在 边 上 , 且 标 出 的 次 
序 不 一 定 是 连续 的 数 . 

根据 根 树 各 分 支点 有 儿子 的 多 少 , 以 及 顶点 是 否 排 序 ,可 将 根 树 
分 成 若干 类 : 

定义 2.5.3 设 了 为 一 棵 根 树 .车 工 的 每 个 分 支点 至 多 有 + 个 
儿子 , 则 称 了 为 元 树 ; 若 了 的 每 个 分 支点 都 俗 有 r 个 儿子 , 则 称 了 
为 元 正则 树 ; 若 > 元 树 了 是 有 序 的 , 则 称 了 为 > 元 有 序 树 ; 若 > 元 
正好 树 是 有 序 移 , 则 称 工 是 > 元 有 序 正则 笃 ; 若 全 是 ~ 元 正 旭 树 ,是 
所 有 树叶 的 层 数 均 为 树 高 &( 芽 ) , 测 称 2 为 r 元 完全 正则 树 ; 若 了 是 
7 元 完全 正则 树 , 且 7 是 有 序 的 , 则 称 为 + 元 有 序 完全 正则 树 - 

在 所 有 的 > 元 树 中 ,二 元 树 是 最 重要 的 ,在 数据 结构 中 称 二 元 
数 为 二 叉 树 

下 面 讨论 二 元 树 的 应 用 . 

在 实践 中 ,有 时 不 仅 需 要 表示 事物 之 问 是 否 有 某 种 关系 ,而 日 需 
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要 用 数量 来 进一步 表示 这 种 关系 ,例如 ,一 张 公路 交通 图 ,不 仅 要 表 
示 出 两 个 城市 之 间 是 否 有 公路 ,而 生还 要 标 出 公路 的 长 度 . 为 此 ,可 
以 用 项 点 来 表示 城市 ,而 用 边 来 表示 两 个 城市 之 间 有 一 条 公路 ,并 把 
这 条 公路 的 长 度 标 在 这 条 边 的 旁边 ,这 就 是 赋 权 图 . 

定义 2.5.4 对 图 G 的 每 条 边 。 附 加 上 一 个 实数 w(e ), 称 
ww(e) 为 边 。 上 的 权 . G 连同 附加 在 各 边 上 的 权 称 为 赋 权 图 ,并 记 作 
G=(V,E,W). 

又 设 GICG , 称 .> w(e) 为 子 图 Gi 的 权 , 记 作 : W(G1). 


rE€ ECGL) 

其 中 (G1) 表 示 子 图 Gi 的 边 集合 . 

一 、 最 优 树 及 其 应 用 

定义 2.5.5 设 二 元 树 工 有 上 片 树叶 vi ,v2,… ,vi , 权 分别 为 
=) -1,2,…t 称 久 (T)= 训 wd (wi) 为 树 工 的 权 ,其 
中 (vi) 是 wi 的 层 数 .在 所 有 片 树叶 , 带 权 ww1,w2,…, wi 的 二 元 
树 中 , 权 最 小 的 二 元 树 称 为 最 优 二 元 树 . 

例 2.5.2 在 图 2.5.2 中 所 示 的 3 棵 树 :Ti ,T2, Ts 都 是 带 权 为 
1,3,4,5,6 的 二 元 树 , 它 们 的 权 分 别 为 : 

W(T1)=(1+4+5)xX2+(3+6)Xx3=47; 

W(T2)=3xX1+4X2+5X3+(1+6)X4=54; 

W(T3)= (3+5+6)xX2+ (1+4)X3=43. 
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但 上 面 的 3 梨 树 都 不 是 带 权 为 1,3,4,5,6 的 最 优 树 . 如 何 求 最 
优 树 呢 ? 我 们 给 出 如 下 方法 ， 

给 定 实数 mt zu 有 mi 委 w2 委 …… 委 ww , 则 可 按 如 下 步 
又 来 求 最 优 树 

(了 连接 权 为 wi ze 的 两 片 树叶 和 一 分 支点 ,其 权 为 tul+ tw2; 

02) 在 ww1+ wz,w3,…, wt 中 选 出 两 个 最 小 的 权 , 连 接 它 们 对 
应 的 顶点 (不 一 定 是 树叶 ) ,得 新 分 支点 及 所 带 的 权 ; 

(3) 重 复 (2) 的 过 程 ,直到 形成 : ~ 1 个 分 点 ,t 片 树叶 为 止 . 

例 2.5.3 求 带 权 为 1,3,4,5,6 的 最 优 二 元 树 ,并 计算 权 
W(T). 

解 ” 为 了 熟悉 算法 ,下 面 将 计算 最 优 树 的 过 程 在 图 2.5.3 中 分 
步 又 给 出 . 

图 2.5.3 的 (c) 即 为 带 权 1,3,4,5,6 的 最 优 二 元 树 , 它 的 权 为 : 
W(T)=42. 

最 优 树 的 用 途 之 一 是 求 最 佳 前 缀 码 . 

在 计算 机 通讯 事业 中 ,常用 二 进 制 编码 表示 字符 .例如 ,可 用 00,01， 
10,1 分 别 表示 A ,B,C,D. 称 这 种 表示 法 为 等 长 的 表示 法 .在 传输 过 程 
中 ,车 4A,B,C,D 出 现 的 频率 相等 ,用 等 长 的 表示 法 是 很 好 的 表示 法 . 
但 当 它 们 出 现 的 频率 不 相同 时 ,比如 说 ,A 占 50%,B 占 25%,C 点 
20% ,DD 只 占 5% ,能 否 找到 非 等 长 的 表示 法 , 即 能 节省 二 进 制 移 数 位 ,又 
能 准确 无 误 地 传送 信息 呢 ? 这 就 是 下 面 要 寻找 的 前 绥 码 . 
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定义 2.5.6 设 aia2…as -ta 是 长 度 为 n 的 符号 第 . 称 其 子囊 
21,4102,… ,4142…dn -1 分 别 为 该 符 导 串 的 长 度 为 1,2,…,n 一 1 的 
前 级 ，“ 

设 和 A=1B1,82,… .Bm 为 一 个 符号 串 集合 .车 对 于 A 中 任 两 个 
元 素 扩 ,Bi , 且 员 天 由, 必 有 应, 有 互 不 为 前 缀 , 则 称 4 为 前 组 码 . 若 
符号 串 有 (i =1,2,…,m) 中 ,只 出 现 0.1 两 个 符 等 , 则 称 A 为 二 元 
前 急 码 . 

例如 ,11,01,001,000} ,100,10,11011,0100,0101! 都 是 前 级 
码 .而 {1,01,111,1100} 不 是 前 级 码 , 因 为 其 中 1 是 111 和 1100 的 衣 
级 . 

下 面 讨论 如 何 利 用 二 元 树 来 产生 二 元 前 级 码 . 

给 定 一 棵 二 元 树 工 , 设 它 有 : 片 树叶 . 设 vw 为 的 -个 分 支点 ， 
则 * 至 少 有 一 个 儿子 ,至 多 有 两 个 儿子 .车 v 有 两 个 儿子 ,在 由 vv 引 
出 的 两 条 边 上 ,左边 的 标 上 0, 右 边 的 标 上 1. 若 wv 只 有 一 个 儿子 , 则 
在 由 v 引出 的 边 上 可 宗 上 0, 也 可 粹 上 1. 设 wv; 是 了 的 任意 一 片 杖 
叶 , 从 树 根 到 w 的 道路 上 各 边 的 标 导 组 成 的 0,1 符号 冲 放 在 v; 处 ， 
上 片 树叶 处 的 : 个 符 导 串 组 成 的 集合 为 一 个 二 元 前 组 码 . 

由 上 面 的 做 法 可 知 ,w; 处 的 符 导 串 的 前 绢 均 在 w 所 在 的 道路 下 
人 除 w 外 的 顶点 处 达到 ,因而 所 得 的 符 导 串 集 全 为 二 元 前 级 码 . 另 外 ， 
若 工 存在 带 一 个 儿子 的 分 支点 时 , 则 出 T 产生 的 前 缀 码 可 能 不 唯 
一 ,但 车 了 为 正则 二 元 树 时 ,出 工 产生 的 二 元 前 级 码 是 唯一 的 . 

纤 上 所 述 . 即 得 下 面 的 定理 . 

定理 2.5.1 由 一 棵 给 定 的 二 元 正则 树 , 可 产生 唯一 的 一 个 二 


元 前 级 码 . 1 1 
例 2.5.4 图 2.5.4 所 示 的 二 。 J 
元 鱼 产 生 的 前 痢 码 为: 1000,001, 让 2 AR 
010,0110,0111,10,11}. v0 om 2 
当知 道 了 要 传输 的 符号 的 频 
图 2.5.4 
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率 时 ,可 以 用 各 符号 出 现 的 频率 (或 100 冬 各 频率 ) 当 权 ,由 最 佳 二 元 
笃 了 产生 的 前 缀 码 称 为 最 佳 前 经 码 ,用 这 样 的 前 色 码 传输 对 应 的 符 
号 可 以 使 传输 的 二 进位 数 最 省 . 
俩 2.5.5 在 通讯 中 ,八进制 数字 出 现 的 频率 如 下 : 
站 了 


30% ; 1: 20%; 
2: 15%; 3: 10%; 
4: 10%; 5: SS%; 
6: 5S%; 7: 5% . 
求 传 输 它 们 的 最 佳 前 缀 码 . 


解 用 100 去 来 各 频率 ,并 由 小 到 大 排序 ,得 :ml= 5, ww2=5， 
w=5, wa=10,wws 一 了 0,w6=15,%w7 二 20,ws=30 为 8 个 权 ( 记 住 
它们 数字 的 对 应 关系 ). 求 得 最 优 二 元 树 , 如 图 2.5.5 所 示 . 


100 


TI 


3 
rp 


图 2,5.5 


图 中 方 框 中 的 8 个 码 子 组 成 的 集合 是 最 佳 前 织 三 .3 个 码 
子 传输 数字 情况 如 下 : 


01 传 0， 101 传 4， 
11 传 1， 0001 传 5， 
001 和 传 2， 00001 心 6， 
100 忧 3， 00000 传 7. 


这 了 等 长 的 码 子 可 以 互 代 {如 0 与 1 的 码 子 ,2,3,4 的 码 子 ,6,7 
的 码 子 ) 外 ,其 余 的 码 子 不 可 互 卉 .必要 注意 的 是 ,一 旦 定 下 来 谁 传 谁 
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之 后 ,即使 等 长 的 玛 子 也 不 能 互 换 了 ,否则 就 传 乱 了 . 

用 完全 等 长 的 码 子 传 输 八 进 制 数字 ,如 :000 传 0,001 传 1，…， 
要 传输 按 例 2.5.5 中 比例 出 现 的 八进制 数字 10 000 个 ,所 需 用 的 二 
进 制 数 位 为 30 000 个 ,这 与 数字 出 现 的 频率 是 无 关 的 .但 若 用 最 性 
前 统 码 传输 他 们 ,所 需 用 的 二 进 制 数位 为 : 

(30x100+20x100) x2+{15x100+10x100+ 10x 100) x3 
+(5x100)X4+ (5x100+5x100) x5=27 500. 

这 比 用 长 为 3 的 等 长 码 子 传输 节省 二 进 制 数位 2 500 个 . 


二 、 树 的 周游 及 其 应 用 


对 于 一 棵 根 树 的 每 个 顶点 都 访问 一 次 且 仅 访问 一 次 称 为 游记 一 
棵 树 或 周游 一 棵 树 . 

对 于 二 元 有 序 正则 树 主要 有 以 下 3 种 周游 方法 : 

1. 中 序 周 游 法 

其 访 癌 次 序 为 : 左 子 树 , 树 标 , 右 子 笃 ， 

2. 前 序 周游 法 

其 访问 次 序 为 : 树 根 , 左 子 笠 , 右 子 树 . 

3. 后 序 周游 法 

其 访问 次 序 为 : 左 子 树 , 右 子 树 , 树 根 . 

例 2.5.6 对 于 图 2,5.6 所 示 根 树 按 中 序 、 前 序 、 后 序 周游 的 结 
果 分 别 为 : 

{db(hai))a(feg) albd (ehi)) (cfe) (a (hie)d fae)a. 


a 


图 2.5.6 
式 中 辟 表 示 z 为 根 树 ( 根 子 树 ) 的 树 根 . 
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利用 二 元 有 序 树 可 以 表达 算式 ,然后 根据 不 同 的 访问 方法 即 可 
得 到 不 同 的 算法 . 

需要 注意 的 是 ,在 利用 二 元 有 序 树 存放 算式 时 ,在 每 一 步 中 ,都 
应 将 算式 (或 其 子 式 ) 的 最 高 层次 的 运算 符 放 在 树 根 { 或 子 树 的 树 根 ) 
土 , 将 参加 运算 的 数 放 在 树叶 上 ,并 规定 被 除数 ,被 减 数 放 在 左 子 树 
的 树叶 上 . 

例 2.5.7 (1) 利用 二 元 有 序 树 表示 下 面 算式 : 

{(a—bxc)xqdte) tf*g+h)s; 
(2) 用 3 种 周游 方法 访问 (1) 中 的 二 元 有 序 树 , 写 出 访问 结果 . 
解 (1) 表示 算式 的 2 元 有 序 树 如 图 2.5.7 所 示 . 


图 2.5.7 

(2) 3 种 访问 结果 分 别 为 : 
中 序 :(((a- (Bx*c)) ad)+te) (fF*g)+h); 

前 序 ; 二 (+(x(-a(x*bc))ad)e (+(x fe)h)s 

后 序 ;(((al(be *)-)ad*)et)(( fe * )h+)i. 

为 了 加 深 对 一 种 周游 方法 的 理解 ,下 面 对 以 上 3 种 访问 结果 做 
如 下 分 析 ， 

对 于 中 序 周游 方 法 的 访问 结果 ,利用 四 则 运算 的 规则 ,可 去 掉 一 
些 多 余 的 括号 ,得 到 结果 ((a 一 bx*c)xqd+e)(f*g+h). 

这 正 是 原 式 ,所 以 中 序 周 游 方法 访问 ,其 结果 正 是 还 原 算 式 . 

对 于 前 序 周游 方法 的 访问 结果 ,可 符 全 部 括号 去 掉 ,得 到 的 结 洒 
为 ;二 + 一 a* bode + x feh. 
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在 这 个 结果 中 规定 :每 个 运算 符号 与 它 后 面 紧邻 的 2 个 数 进行 
运算 .读者 可 自行 验算 ,这 样 规定 的 计算 结果 是 正确 的 .在 这 种 算法 
中 ,因为 运算 符 在 参加 运算 的 2 个 数 的 前 面 ,因而 称 为 前 级 符号 法 ， 
通常 也 称 这 种 算法 为 波兰 符号 法 . 

对 于 后 序 周游 方法 的 访问 结果 , 仍 可 以 省 去 全 部 括号 ,得 到 结果 
为 :abc x* dx*xe+fgx¥ht+ 二 ， 

在 这 个 结果 中 规定 :每 个 运算 符号 与 它 前 面 紧 邻 的 两 个 数 进行 
运算 .同样 可 以 验证 ,这 样 规 定 的 计算 结果 是 正确 的 . 在 这 种 算法 中 ， 
因为 运算 在 参加 运算 的 2 个 数 的 后 面 ,所 以 称 此 种 算法 为 后 级 符号 
法 ,通常 也 称 这 种 算法 为 逆 波 兰 符号 法 . 


习题 二 
1， 2,3,4,5 阶 非 同 构 的 {无 向 ) 树 各 有 多 少 棵 ?” 画 出 其 图 形 


来 ， 
2. 设 T 为 一 棵 树 
《1) 车工 中 有 ?7 片 树叶 ,3 个 3 度 项 点 ,其 余 都 是 4 度 顶 点 , 问 
工 中 有 几 个 4 讼 顶点 ? 
(2) 车工 中 有 2 个 4 度 顶 点 ,3 个 3 度 顶 点 ,其 余 都 是 树叶 , 问 
了 中 有 几 片 树叶 ? 
(3) 车 工 中 有 ma 个 顶点 的 度数 为 i ,其 中 i=2,3,4…, 训 ,而 其 
余 的 顶点 都 是 树叶 , 问 工 中 有 多 少 片 树叶 ? 
3. 题 图 2.1 所 示 的 图 G 中 ,G 有 多 少 棵 生成 树 ( 指 非 同 构 的 意 
义 下 ) , 画 出 其 图 形 . 


题 图 2.1 


4. 题 图 2.2 所 示 图 中 , 实 边 所 表示 的 生成 子 图 是 该 图 的 一 标 生 
成 树 工 . 


是 图 2.2 


(1) 指 册 工 的 所 有 的 弦 , 及 每 条 荡 所 对 应 的 基本 回路 ,以 及 对 
应 了 的 基本 回路 系统 ， 

(2) 指出 工 的 所 有 树枝 ,及 每 条 树枝 对 应 的 基本 制 集 ,以 及 丁 
对 应 的 基本 制 集 系 统 - 

5. 证 明 恰好 有 两 个 顶点 的 度数 为 1 的 树 必 为 一 条 道路 . 

6. 证 明 车 G 不 含 回路 .县 恰 好 有 一 棵 生成 树 工 , 则 G = 工 . 

7. 用 人 心 记 图 G 中 顶点 的 最 大 度 , 证明 车 G 是 全 之 的 糙 , 则 
C 至 少 有 k 个 顶点 的 度数 为 1. 

8. 用 如 图 法 和 破 圈 法 求 题 图 2.3 的 全 部 生成 树 


题 图 2.3 
9. 画 一 标 带 赵 为 0.5,1,2,3.5,4,5,6.8,7.2,10 的 最 优 二 元 
树 ,并 计算 它 的 权 . 
国 . 下面 给 出 的 符号 串 集 合 中 ,哪些 是 前 级 码 ? 
Bi=:0,10,110,111};B;= |1,01,001,000};B;3= 11,11.101, 
001,0011}: Ba= 16 ,cu ,ac,.aba,abd,abc|sBs= :b,c,a, a, 


ac ,abc ,abb ,aba!. 


11. 设 7 个 字母 在 通讯 中 出 现 的 频率 如 下 ， 

a: 35% 5: 20% ec: 15% 2 10%; 

e: 10% f: 5%; g: 5% 

(1) 以 频率 (或 乘 100) 为 权 , 求 最 优 二 元 树 . 

(2) 利用 所 求 的 最 优 二 元 树 找 出 每 个 字母 的 前 缀 码 . 

(3) 传输 10 000 个 按 上 述 比例 出 现 的 字母 需要 传输 多少 个 二 
进 制 数位 ? 比 用 长 度 为 3 的 等 长 码 子 传输 省 了 多少 个 二 进 制 数位 ? 

12. 题 图 2.4 所 示 的 二 元 树 表达 一 个 算式 . 

(1) 给 出 这 个 算式 的 表达 式 . 

(2) 给 出 算式 的 波兰 符号 法 表达 式 . 

{3) 给 出 算式 的 逆 波 兰 符号 法 表达 式 . 


题 图 2.4 
13. 已 知 nn 阶 图 (简单 图 ) 的 边 数 m 满足 :mx = -1, 问 G 一 


定 是 树 吗 ? 为 什么 ? 
14. 求 题 图 2.5 中 树 的 数目 ,并 画 出 所 有 。 
的 树 (有 向 树 ). , 
15. 证 明 图 G 的 任 一 生成 树 和 任 一 割 “ 
集 至 少 有 一 条 公共 边 . 


Ri 
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第 三 章 平面 图 
§3.1 平面 图 的 概念 


一 、 平 而 性 问题 


图 的 平面 性 问题 是 图 论 中 最 基本 的 问题 之 一 .对 于 图 的 平面 性 
的 讨论 , 即 有 其 理论 意义 ,又 有 其 实际 应 用 的 需要 .事实 上 ,凡是 涉及 
到 在 平面 上 进行 图 形 布局 的 问题 ,例如 ; 单 面 印刷 电路 板 和 集成 电路 
的 布线 问题 ,工程 计划 网 络 的 布置 问题 等 ,都 需要 用 到 平面 性 的 概 
念 . 近 些 年 来 ,大 规模 集成 电路 的 迅速 发 展 , 也 有 力 地 促进 了 图 的 平 


面 性 的 研究 . 
先 来 看 一 个 具体 例子 . 
例 3.1.1 一 位 建筑 师 要 设计 一 个 用 于 某 种 实际 需要 的 单 层 建 


筑 , 其 中 共有 五 间 房 屋 ,每 间 房 的 面积 均 为 确定 的 - 
为 讨论 方便 ,将 这 五 间 房 分 别 记 为 :A ,B ,C,D, 下 .这 五 阁 房 的 
布置 有 下 列 具体 要 求 ; 
(1 每 一 交房 都 要 求 有 一 面 雯 是 外 墙 ( 即 可 以 向 户外 开 窗 ); 
(2) 各 上 房间 之 间 要 满足 下 列 条 件 : 
QA 与 B,C,D 都 相 邻 ， 
B 与 4,C 都 相 廓 ; 
C 与 B,A.D 都 相 邻 : 
DD 与 4,C,E 都 相 邻 ; 
EE 与 D 相 邻 . 
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根据 上 述 各 条 件 , 建 筑 师 画 了 一 个 乎 再 一 一 一 


图 ,如 图 3.1.1 所 未 .但 这 时 ,用 户 又 提出 了 | 5 上。 
一 个 新 的 要 求 , 即 在 原来 要 求 的 各 条 件 之 外 ， : 
再 加 上 “B 与 DD 亦 胡 邻 这 样 一 条 . 一 


建筑 师 经 过 用 图 论 中 的 平面 性 概念 进行 图 3.1.] 
认真 的 研究 后 ,确认 用 户 的 这 个 新 要 求 是 肯定 不 可 能 实现 的 ,除非 修 
改 以 前 的 条 件 . 

可 将 这 个 问题 具体 讨论 如 下 ; 

采用 欧 拉 研究 “七 桥 问题 "的 方法 .首先 将 房间 A ,B,C,D,E 
分 别 记 为 点 4,B,C,DD, 瑟 ;如 果 房 闻 A 与 B 相 郭 , 则 将 点 各 与 BB 
之 间 连 一 条 线 ,否则 不 连 线 ;又 因为 要 求 各 房间 都 至 少 要 有 一 面 墙 是 
外 墙 , 故 可 在 图 中 另 没 一 个 顶点 M (表示 户外 ), 生 A,B,C,D ,EE 
均 与 M 之 间 有 连 线 .这 样 图 3.1,1 即 可 表 为 图 3.1.2 的 形状 {多 了 
户外 》; 


图 3.1.2 

在 图 3.1.2 的 基础 上 , 若 再 要 求 B 与 D 相 邻 ( 即 要 求 日 与 D 之 
向 有 连 线 ) ,如 图 中 的 虽 线 白 示 , 知 这 在 一 个 平面 图 中 (关于 平面 图 的 
定义 ,我 们 将 在 下 面 给 击 .直观 来 看 , 即 要 求 图 中 的 线 不 能 交叉 ) 是 办 
不 到 的 . 因而 用 户 的 补充 要 求 是 不 可 能 实现 的 . 

例 3.1.2 图 3.1.3 中 的 斤 何 图 形 , 由 于 边 和 边 形 成 交叉 ,故我 
们 有 理 击 认为 该 图 是 “ 非 平 面 图 形 ”. 但 图 3.1.3 显然 是 一 个 与 图 
3.1.4 同 构 的 图 . 而 图 3.1.4 没有 边 形成 交叉 ,故我 们 可 以 认定 图 
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3.1.4 是 “平面 图 形 ”. 


多 罗 


图 3.1.3 图 3.1.4 


显然 ,图 3.1.3 与 图 3.1.4 并 没有 本 质 的 区 别 ,但 从 直观 上 看 ， 
它们 的 平面 性 又 是 大 相 径 庭 .为 了 很 好 地 解决 这 个 问题 ,我 们 有 必 玻 
对 平面 图 形 的 概念 做 进一步 的 研究 . 


二 ,平面 图 的 概念 


定义 3.1.1( 只 讨论 无 向 图 ) 如 果 图 G 能 够 画 在 平面 上 , 且 除 
端点 之 外 ,任何 两 条 边 均 不 相交 , 则 称 图 G 被 嵌入 平 商 上 ,也 称 G 
是 一 个 可 平面 图. 

已 经 庶 人 平面 上 的 图 称 为 平面 图 . 

无 平面 谋 人 的 多 称 为 非 平 面 图 ,或 称 该 图 为 不 可 平面 的 . 

例 3.1.3 图 3.1.5 所 示 的 区 G 是 一 个 可 平面 图 .而 如 图 3.1.6 
所 示 的 图 G 为 图 G 的 一 个 平面 嵌 和 人 .图 G' 是 一 个 平面 图 ,从 而 由 
定义 3.1.1 知 ,图 G 是 一 个 可 平面 图 . 


图 3.1.5 图 3.1.6 
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例 3.1.4 5 阶 完全 图 Ks 是 非 平面 

对 此 结论 ,我 们 作 如 下 说 明 : 

记 政 5 的 5 候 顶 点 分 别 为 v1,w2,v3,v4,vws5. 因 完全 图 的 各 顶点 
之 间 皆 有 按 相连 , 故 可 先 建立 一 条 道路 lezrsvavsui, 见 图 3.1.7. 

这 是 一 个 五 边 形 , 它 将 平面 划分 为 内 外 两 个 区 域 .下面 考虑 其 
它 各 边 .由 于 顶点 v1 与 w3 有 边 相 连 ,显然 将 该 边 放 在 上 而 五 边 形 的 
内 部 与 外 部 均 可 ,不 妨 将 其 放 在 五 边 形 的 内 部 ( 见 图 3,1.8). 


页 Ta 
| CY OY 
as EA 


图 3.1.7 图 3.1.8 


继续 画 出 wz 与 va,v2 与 v3 的 连 线 . 由 于 在 五 边 形 的 内 部 已 不 
能 再 画 出 与 以 前 的 边 不 相交 的 v2 与 v4, v2 与 zs 的 连 线 ,故我 们 只 
能 把 这 两 条 边 放 在 五 边 形 的 外 部 (如 图 3.1.9 所 示 ). 接 下 来 , 边 (ws， 
z5) 已 不 能 在 五 边 形 外 部 画 出 ,但 尚 可 在 五 边 形 内 部 画 出 且 不 与 其 
他 已 画 出 的 边 相交 ( 见 贸 3.1.10). 


1 
v2 
一 (> 
\_/ Ds vw 
wy Us 


国 3.19 图 3.1.40 


最 后 剩 下 一 条 边 (wd, v1), 由 直观 可 知 ,无 论 将 该 边 放 在 五 边 形 内 
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部 ,还 是 将 其 放 在 五 边 形 外 部 , 均 已 不 可 能 做 到 不 “ 穿 过 "其 他 边 ,而 
使 项 点 "4 与 | 连接 ( 见 图 3.1.11). 


图 3.1.11 


由 以 上 讨论 , 即 知 5 阶 完全 图 Ks 是 不 可 能 嵌 人 在 一 个 平面 上 
的 , 故 由 定义 3.1.1 知 ,Ks 是 一 个 非 平面 图 - 

定理 3.1.1 图 G 是 可 平面 的 , 当 且 仅 当 图 G 的 每 个 分 支 都 是 
可 平面 的 . 

此 定理 的 正确 性 是 显然 的 . 

定义 3.1.2 设 G 是 一 个 平 而 图 , 称 G 所 限定 的 每 一 个 区 城 均 
为 而 .特别 地 ,有 界 区 域 称 为 内 部 面 ,而 无 界 区 域 称 为 外 部 面 . 

内 部 面 的 边界 是 包围 该 面 的 所 有 边 构 成 的 “ 圈 ”( 在 电路 理论 中 
称 之 为 网 孔 ). 

例 3.1.5 图 3.1.12 所 示 的 平面 图 中 ,Ri1,RR2, Rs,R4 所 表示 的 
4 个 区 域 均 为 内 部 面 ,而 Rs 所 表示 的 区 域 为 外 部 面 . 


图 3.1.12 
定义 3.1.3 平面 图 G 中 包围 每 个 面 的 所 有 边 所 构成 的 回路 
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《这 里 的 回路 ,可 能 是 简单 回路 ,也 可 能 是 若干 个 简单 回路 的 并 ) , 称 
为 该 面 的 边界 .而 其 边界 的 长 度 称 为 该 面 的 次 数 .一 般 将 面 S 的 次 
数 记 为 4(S). 

例 3.1.6 在 图 3.1.13 中 ,(a ) 是 连带 平面 图 ,(6 ) 是 非 连通 的 
平面 图 . 


图 3.1.13 
其 中 (e) 有 4 个 面 , 旦 Ri,Rz, Rs 为 内 部 面 , Ro 是 外 部 两. R1 
的 边界 为 apda ,ad {RR1) =3;R2 的 边界 为 bcdb ,d (R2) 二 3;R3 的 边 
界 为 efge ,d (R3) 一 3; 而 Ro 的 边界 为 dabedegfed , 它 是 一 个 复杂 


回路 ,d (RR) =9、 

又 ,(5) 有 3 个 面 ,R1,Rz 为 内 部 而 ,Ro 是 外 部 面 .Ri 的 边界 为 
v1V2030401,d( 民 1) =4; R2 的 边界 为 vsvevrvs,d(R2) =3; 而 外 
部 面 R 的 边界 是 由 viv2v3v4v1 和 vsvev7vsv7vs 两 个 回路 围 成 ， 
d(R)=9. 

容易 验证 ,图 3.1.13 中 的 (a ) 和 (6 ) 中 ,所 有 面 的 次 数 之 和 为 边 
数 的 2 倍 , 即 有 : 

定理 3.1.2 在 一 个 平面 图 G 中 ,所 有 面 的 次 数 之 和 为 边 数 的 
2 售 . 

证 明 设 平面 图 G 中 , 面 数 为 了 , 边 数 为 m. 

显然 对 于 G 中 的 任 一 条 边 e 来 说 ,或 者 。 是 某 两 个 面 的 公共 边 
界 ,或 者 e 出 现在 G 的 一 个 面 的 边界 中 .但 无 论 哪 种 情况 ,在 计算 G 
的 各 面 次 数 之 和 时 ,都 要 将 e 计算 两 次 , 故 有 
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(RD =3m ,其 RiRa ,RR/ 为 G 的 所 有 而 . 

我 们 曾经 指出 ,对 一 个 图 G 来 说 ,重要 的 是 它 的 顶点 之 间 的 关 
联 关系 ,至 于 图 中 边 的 长 . 短 、 曲 、 直 等 都 是 无 关 紧要 的 .但 这 里 需要 
特别 指出 的 是 :对 于 同一 个 图 的 不 同 画 法 ,它们 的 面 也 不 尽 相同 . 例 
如 图 3.1.14 中 的 G1 与 G 是 两 个 同 构 的 平面 图 ,但 它们 的 面 却 不 


相同 . 
RR: 
R, 


图 3.1.14 
定义 3.1.3 一 个 连通 图 的 平面 图 与 它 的 所 存 耐 称 为 平面 地 


图 . 

下 面 给 出 平面 图 的 一 个 非常 有 趣 的 性 质 :对 于 给 定 的 一 个 平面 
图 的 一 种 画 法 ,其 任 一 个 内 部 面 ,总 可 能 通过 所 谓 " 测 地 投影 "的 方法 
使 其 变 成 外 部 面 . 

测 地 投影 是 指 :把 球 放置 在 平面 上 , 并 令 球 与 平面 的 接触 点 为 球 
的 南极 ,然后 用 一 条 直线 将 平面 土 的 任意 一 点 了 与 球 的 北极 N 相连 
滨 ( 即 把 北极 NN 点 作为 投影 中 心 ) ,此 直线 与 球面 的 交点 为 P“. 见 图 
3.1.15. 
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图 3.1.15 


这 样 ,平面 上 的 点 和 球面 上 除去 北极 N 的 所 有 点 之 间 建 立 了 一 
一 对 应 的 关系 ,我 们 称 这 种 方法 为 : 测 地 投影 , 

下 面具 体 给 出 变 平 面 任 一 上 内 部 面 为 外 部 面 的 方法 ， 

假设 已 给 定 了 平面 图 G 的 一 种 画 法 , 且 A 为 需 改 成 外 部 面 的 
任 一 内 部 面 .我 们 先 按 测 地 投影 的 方法 把 图 G 画 到 球面 上 去 ;然后 
在 球面 上 与 区 域 4 所 对 应 的 区 域内 尾 取 一 点 ,将 球 转动 ,使 该 点 为 
投影 中 心 (加 北极 N ;再 把 球 上 的 留 以 “ 独 地 投影 法 " 画 到 平面 上 ， 
则 在 图 G 的 这 种 画 法 中 ,4 成 为 无 异 区 域 , 即 为 图 G 的 外 部 面 . 

定义 3.1.4 设 简单 图 G 为 平面 图 ,u,v 是 G 前 任 两 个 不 相 邻 
的 顶点 .车 不 能 在 u,v 间 增 加 一 条 边 而 不 酸 坏 S 的 平面 性 , 则 称 图 
G 是 最 大 平面 图 . 

定理 3.1.2 最 大 平面 图 的 任何 一 个 面 都 是 三 角形 ， 

这 里 三 角形 是 指 由 三 条 边 所 围 成 的 区 域 , 它 可 以 是 内 部 面 ,也 可 
以 是 外 部 面 . 

证 明 我 们 用 反 证 法 . 

如 果 图 G 的 平面 通信 至 少 有 一 个 面 不 是 三 角形 , 设 其 为 v1v2 
…wn_1vnv1( 这 是 因为 G 的 任何 一 个 面 的 边界 均 构 成 一 个 圈 ), 且 
nt 之 4. 为 以 下 讨论 方便 ,不 妨 设 x =4- 

下 面 分 两 种 情形 讨论 . 

《1) 若 与 v3 不 邻接 , 则 不 论 v1v20304v1 为 内 部 面 还 是 外 部 
面 的 边界 ,增加 一 条 边 (w, v3) 后 都 不 会 酸 坏 图 G 的 平面 性 ,这 与 
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G 是 最 大 平面 图 的 假设 矛盾 . 
2) 若 wi 与 v3 仓 缕 ,不 妨 设 viv2v3w4v' 构成 图 G 的 内 部 面 
的 边界 ,从 而 边 (z1,p3) 必 在 此 面 的 外 部 ,此 时 又 可 分 为 两 种 情 况 : 
外 若 wz 与 v4 不 邻接 , 则 增加 一 条 边 


(e204) 也 不 会 竹 环 图 G 的 平 曾 性 ,此 亦 与 一 
G 是 最 大 平面 图 的 假设 相 子 盾 ， NU | 
加 车 za 与 vs 分 接 , 由 于 vluzv3psci 于 as 


是 图 G 的 内 部 面 的 边界 , 故 边 (w1,wv3) 与 (v2， 
9) 都 应 在 此 面 的 外 部 ( 见 图 3 3.1.16), 显然， 
这 样 的 两 条 边 几 然 相交 ,此 与 图 G 的 可 平面 性 相 矛 盾 . 

定理 3.1.3 大 点 笋 大 于 等 和 4 的 最 大 平面 因 G ,其 所 有 顶点 的 
最 小 度 之 3. 

证 明 设 G=(V,E) 是 一 个 最 大 平面 罗 , 且 顶点 数 |V | 之 4. 

对 于 每 一 顶点 2 EV,G ~ wv 是 一 个 平面 图 , 昌 v 必 在 Gv 的 
一 个 面 内 .于 是 子 图 G 一 ” 的 项 点 集合 中 至 少 丰 三 个 项 点 在 该 面 的 
边界 上 ,再 由 G 的 极 大 平面 性 , 知 在 G 中 必须 与 这 些 顶 点 邻 楼 . 
这 表明 ,对 于 G 的 任何 一 个 顶点 v€E V ,都 有 d(v) 庆 3. 若 记 图 G 
所 有 项 点 的 最 小 度 为 8(G), 则 : 

(0G)=migld (wv) >3. 

定义 3.1.5 车 一 个 平面 图 杠 人 平面 后 , 它 的 所 有 顶点 都 在 同 
一 个 面 的 边界 上 , 则 称 该 平面 图 为 外 平面 图 、 

例 3.1.7 图 3.1.17 所 示 的 图 G 即 为 一 个 外 平面 图 . 


A | 


加 


图 3.1,16 


图 3.1.17 
面 图 3,1,18 中 的 {a ), (5) 即 为 图 3.1.17 中 的 图 G 的 两 个 平 
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面 腊 人 . (a) 中 ,其 顶点 均 在 内 部 面 中 ; {6 ) 中 ,其 顶点 均 在 -- 个 外 部 


面 中 . 
{ey 人 
图 3.1.13 
定义 3.1.6 一 个 简单 图 G 称 为 最 大 外 平面 图 , 当 且 仅 当 不 能 
再 增加 边 而 使 其 不 失去 外 平面 性 . 


例 3.1.8 如 图 3.1.19 所 示 的 三 个 图 (a),(8),(c) 中 ,分 别 给 
出 了 有 六 个 顶点 的 最 大 外 平面 图 的 不 同 图 形 . 


2 


图 3.4.19 


定理 3.1.4 没 G 是 一 个 最 大 外 平面 图 , 且 G 有 = 之 3 个 顶点 . 
车 GG 的 n 个 顶点 均 在 外 部 面 上 , 则 G 有 n -2 个 内 部 面 - 

证 明 显然 定理 的 结论 对 n ==3 来 说 成 立 . 

下 面 假定 定理 对 x = 上 & 时 成 并 ,要 证 = 大 ~ 工时 也 成 立 . 

设 G 有 n= 名 +1 个 顶点 , 且 有 zm 个 内 部 面 .因为 G 的 二 1 个 
顶点 全 在 其 外 部 面 上 ,不 难 证 明 ,G 至 少 有 一 个 顶点 的 度数 为 2. 不 
妨 设 项 虑 v 的 度数 为 2, 于 是 子 图 G ~ vv 的 内 部 面 将 减少 一 个 .从 而 
G 一 u 有 上 个 顶点 ,m 一 1 个 内 部 面 .此 时 显然 G -vv 仍 为 最 大 外 平 
面 图 , 卜 由 归纳 法 假设 ,有 ， 

m8 -IT= 天 一 2, 此 即 :m = 上 一 [= 并 二 一 2= 天 一 2 

证 毕 . 
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83.2 欧 拉 公式 


本 节 讨论 连通 平面 图 中 顶点 数 、 边 数 、 面 数 之 间 的 关系 . 1750 
年 ,数学 家 欧 拉 指出 ,任何 一 个 凸 多 面体 的 项 点数 ”\ 棱 数 。 和 面 数 
了 之 加 满足 关系 式 :F+ n -e =2, 实 际 上 ,这 个 关系 对 于 连通 的 平面 
图 也 成 立 , 这 就 是 关于 平面 图 的 著名 的 欧 拉 公式 

定理 3.2.1( 欧 拉 公 式 ) 设 G 为 任意 的 连通 的 平面 图 . G 有 
个 顶点 ,m 条 边 和 /个 面 (包括 内 部 面 和 外 部 面 ), 则 :f+ x 一 m= 
2. 


证 明 在 平面 图 G 中 和 逐次 增加 边 ,使 G 变 成 最 大 平面 图 .显然 
每 增加 一 条 边 , 边 数 和 面 数 都 局 时 增加 1. 假设 共 增 加 ;条 边 后 , G 
变 成 最 大 平面 图 Gi, 则 图 G1 的 面 数 为 /+ ,顶点 数 仍 为 ,而 边 数 
变 为 mr +s. 于 是 有 

{f+s) tn—(mt+s)=f+n-m, 

上 式 表 明 , 将 平面 图 G 增加 若干 条 边 后 ,数值 :( 闸 数 ) + (顶点 
数 ) -( 边 数 ) 不 会 改变 ,仍然 等 于 + 一 mm. 

而 在 最 大 平面 图 G 中 去 掉 顶 点 w 及 与 ”关联 的 边 ( 即 顶点 ” 的 
关联 集 ), 即 去 掉 4(v) 条 边 (及 一 个 顶点 ) 后 得 到 图 G .因为 每 去 掉 
一 条 边 , 面 数 就 会 减少 1, 但 当 去 掉 与 " 关联 的 最 后 一 条 边 时 , 面 数 
将 不 会 减少 .于 是 ,此 时 G' 的 面 数 变 为 :~ (da(v) -1), 且 G 的 顶 
点 数 比 G 少 1, 即 为 n -1, 而 边 数 为 :m 一 d 《wv). 故 此 时 有 : 

f-(d(v) -D+t(n-1)-(m-d(v))= /+n-m. 

这 表明 , 当 在 图 G 中 去 掉 一 个 顶点 ,同时 去 掉 与 此 顶点 相关 联 
的 所 有 边 后 ,所 得 新 图 的 数值 :( 面 数 ) + ( 顶 点数) - ( 边 数 ) 仍 不 会 改 
变 ,还 是 等 于 f+n 一 m. 

最 后 ,因为 最 大 平面 图 的 每 一 个 面 均 为 三 角形 .从 而 可 以 对 任 一 
连通 平面 图 G ,连续 施行 上 述 两 种 变换 ( 即 先 增 边 ,再 减 边 ) ,最 终 可 
将 G 变 成 三 角形 ,并 且 图 G 的 f+ n 一 wm 值 等 于 最 后 得 到 的 三 角形 
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的 :( 面 数 ) + { 顶 点 数 ) -( 边 数 ) 之 值 .但 对 于 三 角形 { 即 完全 图 ts》 
的 f+x 一 mm 值 等 于 2+3-3=2. 

这 样 ,我 们 使 证 明了 ,对 于 任 一 连 道 平面 图 G (顶点 数 a 守 3)， 
有 :fn 一 m=2. 

下 面 我 们 看 一 个 具体 的 例子 . 

例 3.2.1 图 3,2.1 中 所 给 出 的 连 道 平面 图 G 中 ,f=5,x=7， 
mm 二 10, 对 此 平面 图 G ,我 们 用 定理 3.2.1 中 的 方法 ,最 后 将 其 化 为 
三 角形 . 

代 ) 在 图 G 中 上 先 增 边 , 共 增加 5 条 边 , 值 G 变 成 最 大 平 曾 图 G1. 
见 图 3.2,2. 

此 时 ,f=10,n=7,m =15. 星 然 有 10+7-15=5+7-10. 


EN 


图 3.2.1 图 3.2,2 
2) 在 G1 中 去 掉 顶 点 v1, 同 时 去 掉 与 wt 相关 联 的 所 有 边 , 得 图 
GX 见 图 3.2.3)、 
此 对 ,f=6,n =6,m = 押 , 显 热 有 6+6-10=5+7 一 加 
人 3) 在 G* 中 增 边 ,把 Gs 变 成 最 大 平面 图 G3[ 兄 图 3.2.4). 
此 时 ,f=8,n=6,m = 和. 


> (0 


图 3.2.3 巍 3.2. 
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(4) 在 Gs 中 去 摔 硕 点 xz3, 同 时 去 掉 与 vs 相关 联 的 所 有 过 ,得 图 
G4( 见 图 3.2.5). 

此 时 ,f=4,n=5,m =7. 

{5) 在 G4 中 增 边 ,把 G4 变 成 最 大 平面 图 Gs( 见 图 3.2.6). 

地 时 ,f=6,n=5,m=9. 

(6) 在 Gs 中 去 掉 顶 点 "5, 同时 去 掉 与 ws 相关 联 的 所 有 边 ,得 
G6( 昂 图 3.2.7). 

此 时 了 =3,n =4,m 二 5. 
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图 3.2.5 图 3.2.6 图 3.2.7 


(7) 在 Gs 中 增 边 ,把 Ce 变 成 最 大 平面 图 G7( 见 图 3.2.8). 

此 时 ,f=4,n =4,m =6. 

{8) 在 Gz 中 去 掉 顶 点 027, 同时 去 掉 与 v7 相关 联 的 所 有 边 ,得 到 
一 个 三 角形 Gg( 攻 3.2.9). 


大公 


图 3.2.8 图 3.2.9 
显然 ,此 时 f=2,n=3,zm =3, 昌 有 2+3-3=547-10=2 
前 面 说 过 , 欧 拉 公式 f+ n -m=2 是 欧 拉 研究 凸 多 面 体 时 所 得 
到 的 结论 . 即 对 于 一 个 有 # 个 顶点 ,m 条 杰 , 了 个 面 的 凸 多 面 钵 ,成 
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立 F+z -总 =2. 对 此 可 证 明 如 下 ; 

事实 上 , -个 内 多 面体 的 任意 两 条 楼 除 端点 外 , 均 不 相交 ， 歼 可 
将 其 在 一 个 球面 上 表 东 出 来 .于 是 可 在 其 某 一 面 里 任 取 一 点 ,以 此 点 
为 中 心 , 作 测 地 投影 , 即 可 将 凸 多 面体 在 平面 上 表示 出 来 ,所 得 之 图 
即 为 与 该 凸 多 面体 相应 的 平面 图 . 且 凸 多 面体 的 楼 对 应 该 平面 网 的 
边 ,顶点 对 应 平面 图 的 顶点 ,其 凸 多 而 体 的 面 也 与 沪 乎 面 图 的 面 是 
一 对 应 的 , 玖 由 定理 3.2.1, 知 公式 :+ 一 加 = 2 成立. 

由 欧 拉 公式 ,可 得 如 下 结论 (下 面 绚 指 连通 图 ) 

推论 1 若 平面 网 G 的 每 个 面 的 边界 都 是 由 s 个 边 构 成 的 回路 
(或 称 之 为 长 是 ;的 图 ), 则 m = Sa, 其 中 , 为 图 上 的 顶点 
数 ,m 为 G 的 边 数 , 旦 :>2、 

证 明 设 G 及 个 面 , 则 因 每 条 边 都 在 G 的 两 个 面 的 边界 上 ， 
且 每 个 面 次 数 均 为 ,用 有 

坟 =2m, 即 f=2， 

将 其 代入 欧 拉 公 式 ,有 

2= 六 w 下 -24 证 , 解 册 加 即 得 
sn-2 
. 372 0 

推论 2 设 阶 简单 图 C 是 平面 图 ,是 之 3,m 为 图 G 的 边 
数 , 则 有 ;m 志 3n 一 6. 

证 明 由 于 最 大 平面 图 的 面 都 是 3 阶 完 全 图 K;, 妈 最 大 平面 罗 
的 每 个 面 的 边界 都 是 长 为 3 的 圈 , 故 由 推论 1 有: 

-3 -六 


hm 二 


=3(n -2)=3n—6. 


国平 面 国 后 过 天 丰 大 于 最 天 的 边 数 , 故 对 n 阶 平面 
图 有 :m 志 3x -6. 
推论 3 5 阶 完全 图 Ks 是 不 可 平面 的 . 
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证 明 K; 中 ,n=5,m =10, 车 Ks 是 可 平面 的 , 则 由 推论 2, 应 
有 关 委 3 6, 显然 这 十 一 个 矛盾 ， 

推论 4 若 简单 图 G 是 平面 图 . 且 G 中 不 含 3 阶 完 全 图 KK3, 则 
m2n 一 4 其 中 ,x 为 顶点 数 ,zm 为 边 数 ). 

证 明 设 G 及 个 面 , 旦 这 上 了 个 面 分 别 为 nl 边 形 ,ns 边 形 ， 

…,nf 边 形 , 而 因为 中 不 含 K3, 故 ni 之 4,i=1,2,…, 卫 . 


又 因 G 的 每 条 边 均 在 G 的 两 个 面 的 边界 上 , 获 , 汶 n=2m, 且 
由 加 之 4/ ,可 得 4f<2m , 即 /< 全, 得 由 欧 拉 公 式 , 即 有 


2=f+n~ 芝 学 + 一 黄 =nn -~ 汐 


和 

故 有 4<22 - mm , 亦 即 m<2n 一 4. 

推论 5 完全 二 部 图 K3.3 是 不 可 平面 的 . 

证 明 完全 二 部 图 K3,3 的 项 点 数 n =6, 其 边 数 mw =9. 因为 
Ks.s 中 不 含 3 阶 完 全 图 天 3, 故 若 KK3,3 可 平面 , 旭 由 推论 4 有 
训令 2n -4, 即 应 有 9<2x6-4=8, 显 然 这 是 不 可 能 的 . 此 矛盾 表明 
Ks,3 是 不 可 平面 的 . 

推论 6 设 G 有 n 个 项 点 mm 条 边 的 可 平面 图 , 若 # 之 4, 则 GG 
中 至 少 有 4 个 顶点 的 度数 不 能 超过 5. 

证 明 不 妨 设 G 是 最 大 可 平面 图 . 

如 果 G 中 至 少 有 一 3 个 顶点 v1,v2,… ,vn -3 的 度数 超过 5, 则 
出 定理 3.2.3 及 本 节 推 论 2 有 6(n -3)< 5d (wi)= 

2m ~ (d(vn +dw-D+d(on))sS2m -9 

2(3n -6) ~9=6n -21, 

这 表明 :6n -18<<6n -21, 北 盾 . 

利用 完全 二 部 图 K3,3, 是 不 可 平面 的 这 一 性 质 ,可 以 解决 下 面 
十 分 有 趣 的 一 个 问题 . 

例 3.2.2 今 有 入 ,B,C 三 家 分 别 住 在 v1,w2,v3 三 处 ,但 三 家 
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彼此 交恶 ,从 不 往来 . 又 用 v4, ws, ve 分 别 表示 公用 水 井 、 商 店 和 邮 
局 .网 图 3.2.10. 


吧 vs vw 


图 3.2.10 

现在 A,B,C 三 家 想 各 自修 三 条 路 分 别 到 达 v4,ws,we, 且 又 不 
会 在 路 上 碰见 其 他 家 的 人 , 间 是 否 可 以 办 到 ? 

显然 由 图 3.2.10 知 , 这 是 一 个 完全 二 部 图 3,3, 故 由 推论 5 
知 ,满足 要 求 的 九条 路 是 不 存在 的 , 即 答案 是 办 不 到 . 

其 以 上 讨论 ,我 们 可 得 如 下 结论 : 

1. 顶点 数 n =3 的 图 是 平面 图 ， 

2. 顶点 数 n=4 的 图 是 平面 图 ， 

3, 顶点 数 之 5 时 ,该 图 就 不 一 定 是 平面 图 了 .如 5 阶 完全 图 
KK 和 完全 二 部 图 下 3,3 即 为 5 个 顶点 及 6 个 顶点 的 非 平面 图 的 简单 
例子 .鉴于 Ks 入 ;,3 的 特殊 作 用 ,一 般 图 沦 的 书 中 称 其 为 亩 拉 托 斯 
基 图 . 

下 面 利用 库 拉 托 斯 基 图 ( 即 Ks 和 皮 3,3) 给 出 一 个 连通 图 是 可 平 
面 的 充分 上 且 必 要 条 件 . 

为 此 ,我 们 先 给 出 “ 同 胚 "的 概念 . 

定义 3.2.1 车 图 G“ 可 由 图 G 经 过 下 列 变换 而 得 到 : 移 去 G 
的 边 e = (vw1,v2) ,再 添上 一 个 新 的 顶点 ,并 且 使 顶点 vv 与 顶点 v,， 
va 都 邻接 , 则 称 G 与 G "是 司 厦 的 . 

例 3.2.3 图 3.2,11 所 示 的 图 G 与 图 3.2.12 所 示 的 图 G， 
G2:,G3 均 是 同 胚 的 . 
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AN 全 全 全 


图 3.2.11 图 3.2.12 


例 3.2.4 库 拉 托 斯 图 Ks 和 反 3.3 分 别 与 图 3.2.13 中 的 (ae ) 与 
(5) 同 是. 


3.2.13 
定理 3.2.2 〔 库 拉 托 斯 基 定 理 ) 一 个 连通 图 G 是 可 平面 的 ， 
当 且 和 狼 当 G 不 含 同 肘 于 民 s,K3,3 的 子 图 . 
正 是 由 于 此 定理 人 们 才 称 Ks 和 Ks,3 为 库 拉 托 斯 基 图 
但 库 拉 托 斯 基 定理 证 明 较 繁 ,需要 许多 预备 知识 ,已 超出 本 书 的 
讨论 范围 , 故 这 里 将 证 明 略 去 ， 


$3.3 对 偶 图 与 五 色 定理 


定义 3.3.1 设 吕 是 平面 图 ,如 果 G 的 两 个 面 的 边界 至 少 有 一 
杀 公 共 边 , 则 称 这 两 个 面 是 相 邻 的 
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下 设 G 是 有 nn 个 顶点 ,ma 条 边 和 上 个 面 的 平面 图 ,月 记 G 的 了 
个 面 为 S1,S1,… ,Sy. 

定义 3.3.2 在 图 G 的 每 个 面 Si0r 二 1,2,…, 了 ) 中 放 秆 一 人 
点 加, 如果 S 和 S, 相 分 , 则 用 边 (w? ,v7 ) 连 接 = 和 二 
面 $S:, Si 的 公共 边 只 相交 一 次 ,此 时 , 称 (w* ,vw) ) 与 所 相交 的 边 为 
对 应 边 , 且 (wv? ,wj ) 与 G 的 其 他 边界 无 交点 ,这 样 得 到 的 图 G* 称 
为 图 G 的 对 偶 
显然 ,图 G 的 对 偶 图 G， 有 了 个 顶点 和 zm 条 边 . 
例 3.3.1 在 图 3.3.1 所 示 的 平面 图 G( 图 中 实 线 ) 的 4 个 面 中 ， 


分 别 放置 4 个 顶点 vf ,v7 zy :oo 


图 3.3.1 
连接 v? 和 vz 与 边 c 相交 ;连接 wf 和 w3 分 别 与 边 a ,6 相 
交 ; 连 接 v2 和 v3 分 别 与 边 4 ,e 相交 ;连接 v# 和 wi 与 环 大 相 


G'( 图 3,3.1 的 


交 ; 与 边 f,g 相交 的 是 环 (vw3 ,v= ) ,这 样 得 到 的 
上 庶 强 } 即 为 图 G 的 对 偶 
定理 3.3.1 平面 图 ( G 的 对 偶 图 是 连通 的 . 
证 明 把 图 G 画 在 平面 x 上 ,在 G 的 对 偶 图 G “中 住 取 两 个 顶 
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点 wy 和 wy (它们 分 别 在 G 的 面 S; 和 5S, 中 ). 因 为 G 中 的 顶点 数 
是 有 限 的 ,故我 们 可 以 在 平面 + 上 兽 一 条 从 by 到 ur 的 边 。, 使 。 
不 经 过 G 中 的 任何 项 点, 设 G 中 与 边 e 相交 的 边 是 ctvez,…，er， 

下 而 考虑 G* 中 和 e1,e2，…,e, 相对 应 的 边 eriye'a,…,e' 组 成 
的 于 图 G .因为 边 。 一 ~- 穿 过 ~- 些 边 -~ 直 画 到 u ,县 然 这 种 画 法 有 
些 边 可 能 重复 ,但 是 ,显然 在 子 图 G 中 顶点 v? 和 zu》 之 问 有 一 条 道 
路 ,又 因为 这 对 于 G* 中 的 任意 两 个 顶点 v7 ,oy 均 成 立 , 故 G* 古 
连通 的 . 

显然 , 当 G 是 连通 图 时 ,车 G* 是 G 的 对 偶 图 , 则 G 也 是 G* 
的 对 偶 图 ， 

得 到 图 G 的 对 偶 图 G* 以 后 ,在 图 G 上 的 许多 问题 可 以 转化 为 
相应 的 对 偶 图 的 问题 .我 们 知道 ,一 个 图 的 着 色 (或 染色 ) 是 指 它 的 顶 
点 的 着 色 ,但 我 们 利用 对 偶 图 的 概念 , 即 可 将 点 着 色 问 题 转化 为 面 着 
色 问 题 ,反之 亦 然 . 

在 转 论 中 ,也 是 在 数学 中 ,一 个 著名 的 一 直到 现在 还 没有 得 到 解 
决 的 问题 就 是 所 谓 “ 四 色 猜想 "问题 ， 

“四 色 猜 想 " 是 说 :一 个 平面 地 图 只 需要 用 4 种 颜色 来 着 色 ,就 可 
以 使 得 平面 地 图 中 任 两 个 相 邻 的 地 区 没有 相同 的 颜色 .这 里 要 求 每 
一 个 地 区 必须 是 由 一 个 单 连 道 区 域 构成 的 ,而 两 个 地 区 相 邻 ,是 指 这 
两 个 地 区 有 一 段 公共 的 边界 (而 不 是 仅 只 有 一 个 公共 点 ). 

定义 3.3.3 平面 地 图 G 的 着 色 , 是 指 对 G 的 每 一 个 面 指定 一 
种 颜色 ,使 得 没有 两 个 相 邻 的 面 有 相同 的 颜色 

车 只 用 n 种 或 更 少 种 颜色 即 可 对 一 个 平面 地 图 G 进行 着 色 , 则 
称 G 是 n ~ 可 着 色 的 . 

由 此 定义 ,四 色 猜 想 可 叙述 为 : 每 一 个 平面 地 图 是 4~ 可 着 色 


的 . 

关于 四 色 猜 想 的 起 源 有 一 种 说 法 是 , 麦 比 鸟 斯 (Mobious) 早 在 
1840 年 就 已 经 熟悉 这 个 问题 了 .但 可 以 肯定 的 是 ,1850 年 格 思 时 
(Guthrie) 曾 经 把 四 色 猜 想 转告 给 德 :摩根 (De Morgan). 
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王 色 猜想 是 一 个 至 今 仍 没有 得 到 理论 证 明 的 一 个 数学 难题. 
1976 年 ,美国 阿 普 尔 (K. Appel) , 黑 肯 (W. Hakan) 和 考 齐 (]. Koch) 
等 三 位 数学 家 声称 他 们 借助 于 电子 计算 机 , 耗 时 1 200 个 小 时 ,做 了 
近 百 亿 次 判断 后 ,证 明了 四 色 猜 想 .只 可 惜 后 来 发 现 有 错误 .虽然 如 
此 ,一 百 多 年 来 .人 们 在 试图 证 明 四 色 猜 想 的 不 懈 努 力 过 程 中 , 作 了 
许多 有 益 的 工作 ,也 极 大 地 促进 了 图 论 学 科 的 飞速 发 展 . 

我 们 曾 借 出 ,一 个 图 的 着 色 是 指 它 的 顶点 的 着 色 , 而 一 个 平面 地 
图 的 着 色 却 是 借 它 的 而 的 着 色 . 对 此 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.3.2 平面 地 图 G 是 n -可 着 色 的 与 图 G* 是 n -可 着 
色 的 说 法 是 等 价 的 (C "着 色 指 顶点 着 色 ) 

证 明 令 G' 是 G 的 对 偶 图 . 因为 G 的 两 个 面 是 邻接 的 当 且 
仅 当 G* 的 对 应 顶点 是 邻接 的 .所 以 由 图 G* 是 n 一 可 着 色 的 ( 指 顶 
点 着 色 !), 即 得 到 图 G 是 ~ 可 着 色 的 ( 指 面 着色!) 

反之 ,假定 平面 地 图 是 = 一 可 着 色 的 ,而 令 玉 是 任何 一 个 可 平 
面 图 ,不 失 一 般 性 ,假定 万 是 一 个 连通 的 平面 图 , 再 令 日 * 是 态 的 
对 侦 图 ,并 且 将 玉 * 画 成 它 的 每 一 个 面 正好 包含 五 的 一 个 顶点 . 在 
互 * 的 每 一 个 自 环 ( 指 由 一 个 顶点 出 发 ,不 经 任何 其 他 点 ,又 回 到 该 
点 的 边 ) 中 播 人 一 个 新 顶点; 这样 ,连通 的 平面 图 厅 * 就 变 成 一 个 平 
面 地 图 万 '. 且 HH' 的 n - 可 着 色 ( 指 面 着 色 !) 就 蕴含 着 互 是 n -可 着 
色 ( 指 顶点 着 色 !) 的 . 

下 面 我 们 来 证 明 五 色 定 理 . 

定理 3.3.3 每 一 个 可 平面 图 是 5 ~ 可 着 色 的 

证 明 对 顶点 个 数 n 作 归 纳 法 . 

假定 所 有 有 x - 1(C>5) 个 项 点 的 可 平面 图 是 5 一 可 着 色 的 . 

设 G 是 一 个 有 = 个 顶点 的 可 平面 图 , 则 由 8$3.2, 推 论 6, 知 局 
至 少 含有 一 个 度 为 5 或 小 于 5 的 顶点 wo, 由 归纳 法 假设 ,G - wo 是 
S- 可 着 色 的 ， 

考虑 用 一 种 方法 指定 G -~ vo 的 顶点 的 着 色 ,使 之 产生 一 个 5 一 
着 色 ,其 中 颜色 用 c1,c2,c3,c4,cs 表示 .如 果 某 种 颜色 ,例如 c; 确实 
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没有 用 于 邻接 于 wo 的 顶点 的 着 色 , 则 可 将 wo 指定 为 着 色 cj ,就 产生 
G 的 一 个 5 - 着色. 于 是 我 们 下 面 仅 考虑 dt{ wo)=5, 而 且 五 种 颜色 
都 被 用 来 给 与 vo 邻接 的 顶点 着 色 . 

必要 时 可 置换 颜色 的 编号 ,使 从 c1,c2,c3,c4 2 
和 cs 着 色 的 顶点 依次 环绕 vo 排列 ,现在 把 与 vo 
邻接 的 顶点 中 用 颜色 c; 着 色 的 顶点 即 标 以 ww (i 
=1,2,3,4,5). 见 图 3.3.2. 

令 Gu 是 图 G - uo 的 一 个 子 图 , 它 是 由 用 cl 
或 cs 着 色 的 顶点 导出 的 . 若 v1 和 v3 属于 G1 的 
不 同 的 分 支 , 则 在 Gis 的 含 vi 的 分 支 中 交换 用 图 3.3.2 
ci 着色 的 顶点 和 用 cs 着 色 的 顶点 的 颜色 ,导出 
G - ug 的 另外 一 个 5 - 着 色 . 但 是 在 这 个 5- 着 色 中 ,邻接 于 vo 的 
顶点 没有 一 个 用 c1 着 色 . 所 以 用 cl 将 wo 着 色 , 即 得 到 G 的 一 个 5 
-着 色 . 

另 一 方面 ,车 v1 和 vs 属于 G13 的 同一 分 支 , 则 在 G - vo 中 存 
在 一 条 wi - vs 的 道路 , 它 的 所 有 的 顶点 都 用 ci 或 c3 着色. cl - zs 
道路 与 vivows 道路 构成 一 个 轿 , 它 把 va 包含 在 它 里 面 ,或 者 同时 
把 zs 和 vs 包含 在 它 里 面 .在 任何 一 种 情况 下 ,存在 联结 v2 和 v4， 
并 且 全 部 顶点 用 c? 或 c4 着 色 的 道路 .从 而 ,如 果 令 Gam 是 G -vo 的 
由 用 v2 或 vs 着 色 的 顶点 导出 的 子 图 , 则 v2 和 ws 属于 Gz 的 不 同 
的 分 支 .于 是 ,在 Ga 的 含有 za 的 分 支 中 交换 用 cz 着 色 的 项 点 与 用 
c4 着 色 的 顶点 的 颜色 ,导出 G ~ vo 的 又 一 个 5- 着 包 , 其 中 没有 一 
个 与 vo 邻接 的 顶点 用 c? 着 色 . 于 是 ,我 们 可 以 将 wo 指定 为 颜色 c>， 
而 得 到 图 G 的 一 个 5- 着 色 . 


习题 三 
1. 指出 题 图 3.1(a) ~(g) 中 哪些 图 是 可 平面 图 ? 哪些 是 不 可 
平面 图 ? 并 对 其 中 的 可 竺 面 图 作出 它 的 一 个 平面 峰 人 . 
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题 图 3.1 
2. 题 图 3.2 


h 各 图 是否 是 最 大 可 平面 图 ? 若 椒 是 , 试 企图 
边 , 使 其 成 为 最 大 可 平面 图 . 


Ph 加 


题 图 3.2 
3, 着 图 上 =(V, 玉 ) 适 合 :n 二 3m ~- 6, 其 中 IV|=x,|E| 
加 : 则 GG 一 定 是 最 大 可 平面 图 吗 ? 为 什么 ? 
4. 证 明 :(1) 对 Ks 的 任 一 边 e, 玉 se 是 可 
(2) 对 Ks,3 的 任 一 这 e,K3.3~e 是 可 平 


5. 着 平面 图 G 和 它 的 对 侦 图 G* 同 构 , 则 
证 明 车 G 是 自 对 侦 图 


6, 证 明 :一 个 平面 


平面 的 ; 
面 的 


称 图 G 为 白 对 个 图 . 


, 则 m=2n -2. 


G 的 对 侦 图 G* 是 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 G 的 
. 188， . 


图 


每 个 面 的 次 数 均 为 偶数 . 
7. 证 明 : 平 面 欧 拉 图 的 对 偶 图 是 二 部 图 . 
画 出 所 有 非 同 构 的 6 阶 11 条 边 的 连通 的 简单 非 平面 图 . 
9. 试 西 出 一 个 外 对 介 图 G. 
10. 题 图 3.3 所 示 的 图 是 平面 图 吗 ? 是 最 大 平面 图 吗 ? 


题 图 3.3 


11. 今 有 工人 甲 . 乙 \ 丙 去 完成 任务 < ,b,c .已 知 甲 能 胜任 a ,5b， 
< 三 项 任务 ; 乙 能 胜任 a ,2 两 项 枉 务 ;两 能 胜任 5,c 两 项 任务 . 试 给 
出 三 种 不 局 的 安排 方案 ,使 每 个 工人 完成 他 们 能 胜任 的 任务 . 

12. 今 和 有 a,b,c,d,e,f,g7 个 人 ,已 知 下 询 事 实 : 

(1) a 会 讲 英语 ， 

(2) 5 会 讲 英语 和 汉语 ; 

(3) 会 讲 英语 ,意大利 语 和 俄语 ， 

(4) d 会 讲 日 语 和 汉语 ; 

(5) 。 会 讲 德语 和 意大利 语 ; 

(6) 了 会 庆 法 语 、 日 语 和 俄语 ; 

《7) 8 会 讲法 语 和 德语 . 

试问 这 7 个 人 应 如 何 安排 座位 ,才能 使 每 个 人 都 能 和 他 身边 的 
人 交谈 ? 

13. 某 工厂 生产 由 6 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 双色 布 .已 知 每 种 颜 
色 至 少 分 别 和 其 他 5 种 颜色 中 的 3 种 颜色 相 搭配 .证 明 可 以 挑 出 3 
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种 双色 布 ,它们 恰好 有 6 种 不 同 的 颜色 . 
注 12、13 两 题 需 找 哈密 顿 回路 . 


第 四 章 ”匹配 理论 . 色 数 问题 


$4.1 最 大 匹配 


先 看 一 个 实际 问题 :为 =” 个 工作 人 员 安 排 m 项 工作 和 任务. 

7 个 人 用 (zx1,x2，,…,n) 表 示 ,m 项 任务 用 (y1,y2,…, ym) 表 
示 . 显 然 ,并 不 是 所 有 的 工作 人 员 都 能 从 事 任何 一 项 工作 . 比如 ,zl 
能 做 y1,y2 两 项 工作 ;z2 能 做 y2,z3 两 项 工作 等 等 . 问 应 如 何 安排 
各 项 工作 ,才能 做 到 最 大 限度 地 使 所 有 的 任务 都 有 人 去 做 ,同时 也 使 
得 更 多 的 人 有 工作 . 

如 下 图 4.1.1 中 , 取 n=m=5. 其 中 必 1,x2,x3,x4,X5, 家 示 5 
个 人 ;y1,y2,y3,y4,y5 表示 5 项 工作 任务 . 且 满 足 :z1 能 做 y1,y2 两 
项 工作 ; za 能 做 y2, ?3 两 项 工作 ;zs 能 做 y ,ys 两 项 工作 ; z4 能 做 
33 一 项 下 作 :zs 能 做 ys,y4,ys 三 项 工作 ， 


zi! 四 

2 入 

ES Ee 

IT4 4 

BE ys 
图 4.1.1 


图 中 ,车 z 能 做 > 工作 , 则 将 x ,y 间 连 一 条 线 .问题 即 变 为 ,如 
何 连接 x 到 y 间 的 线段 ,使 得 从 每 一 点 出 发 有 且 仅 有 一 条 线段 . 
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所 请“ 匹配 "问题 ,就 是 要 从 所 给 定 的 图 中 , 找 出 一 个 有 关 边 的 子 
集 , 使 得 每 一 个 顶点 最 多 只 能 与 这 个 子 集中 的 一 条 边 相 关联 .匹配 问 
题 是 图 论 中 的 十 分 重要 的 内 容 , 也 是 图 论 的 一 个 非常 活跃 的 研究 领 
域 .匹配 理论 在 研究 所 谓 “ 人 员 分 配 问 题 " 和 * 最 优 分 配 问 题 "中 ,都 有 
着 极其 重要 的 应 用 . 

先 来 介绍 几 个 基本 酸 念 . 

定义 4.1.1 设 M 是 图 G =(V,E) 的 边 集 EE 的 一 个 子 集 .如 
果 对 中 任意 两 条 边 在 G 中 均 不 邻接 , 则 称 M 是 图 G 的 一 个 匹配 . 
同时 称 M 中 一 条 边 的 两 个 端点 在 M 下 是 配对 的 . 

定义 4.1.2 着 匹配 M 的 某 条 边 与 顶点 相关 联 , 则 称 M 饮 
和 顶点” ,并且 也 称 顶 点 wv 是 MM 一 物 和 的 .否则 , 称 v 是 M 不 饱和 
的 - 

例 4.1.1 图 4.1.2 所 示 的 图 中 , 实 线 与 虚线 均 表 示 图 G 的 边 ， 
而 实 线 表示 匹配 M 的 边 . 


2 
: i 

一 
-去 ~ 


一 一 ~ 人 人 


图 4.1.2 
图 中 ,zl 与 y1:za 与 33,73 与 y2,x4 与 94 分 别 在 对 下 是 配 
对 的 ,并 且 顶 点 ys 是 M 不 饱和 的 ,而 其 余 顶 点 均 是 M ~ 饱和 的 . 
定义 4.1.3 设 M 是 图 G=(V,E) 的 一 个 匹配 ,其 边 存 
EE \ M 和 MM 中 交错 出 现 的 道路 ( 即 这 条 道路 是 由 属于 M 的 边 各 不 
属于 M 的 边 交替 出 现 所 组 成 的 ) , 则 称 这 条 道路 为 G 的 一 条 好 - 交 
错 道路 ,或 简称 为 图 G 的 一 条 交互 道 . 
特别 ,对 于 起 点 和 终点 都 是 M ~ 不 饱和 点 的 交互 道 , 称 为 一 条 
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M 一 可 增 广 道路 . 

显然 , 当 王 \ M 的 一 条 边 的 两 个 端点 均 非 饱和 点 时 ,这 条 边 本 
身 也 是 一 条 M -可 增 广 道路 . 

例如 ,在 例 4.1.1 的 图 4.1.2 中 ,对 于 所 给 的 匹配 M 来 说 ， 
ZIy173y272y374y4 便 是 一 条 从 zi 到 y4 的 交互 道 . 

由 于 可 增 广 道路 的 两 个 端点 均 为 非 饱和 点 ,是 非 M 的 边 与 M 
的 边 交替 出 现 , 故 可 增 广 道路 的 边 必 然 为 奇数 , 且 非 M 的 边 比 M 的 
边 多 一 条 .于 是 .对 于 可 增 广 道路 来 说 ,只 要 改变 一 下 匹配 关系 , 即 只 
需 把 这 条 道路 上 非 M 的 边 改 为 属于 M 的 边 ,而 间 时 将 M 的 边 改 
为 非 M 的 边 ,就 可 使 匹配 的 边 数 增加 一 条 . 

例 4.1.2 如 图 4.1.3(a ) 中 所 示 的 图 中 , 实 线 表示 匹配 M , 且 
道路 =zytriyaz4y4zrs35 是 一 条 可 增 广 道路 . 若 对 其 改变 匹配 关系 ， 
即将 该 道路 中 M 的 边 与 非 M 的 边 互 换 , 则 可 得 到 -一 个 新 的 匹配 , 见 
图 4.1.3(8), 显 然 (5 ) 中 匹配 的 边 数 比 (a ) 中 多 了 一 条 . 


EE 


图 4.1.3 
定义 4.1.4 设 M 是 图 G 的 一 个 匹配 . 若 不 存在 G 的 男 外 的 
匹配 M“ ,使 得 |M > 1M1, 则 称 M 是 G 的 最 大 匹配 .其 中 ,| M | 表 
示 匹 配 M 所 包含 的 边 数 . 
例 4.1.3 图 4.1.4 所 示 的 两 个 图 (4 ) 与 (2 ) 均 为 最 大 匹配 .其 
中 , 实 线 表示 匹配 的 边 . 
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(a) ~ 06) 
图 4.1.4 
下 面 给 出 集合 的 对 称 差 的 定义 : 


定义 4.1.5 设 A,B 是 两 个 集合 .A 与 B 的 对 称 差 (也 称 为 环 
和 和) 为: 
ADBB=(AUB)\ (ANB) 
如 图 4.1.5 所 示 , 图 中 阴影 部 分 为 集合 4 与 B 的 交集 :A 站 B， 
而 空白 部 分 即 为 对 称 差 :A 外 B . 


SSY> 


图 4.1.5 

定理 4.1.1 图 6 的 一 个 匹配 M 是 最 大 匹配 的 充分 且 必 要 条 
件 是 :G 不 包含 M 可 增 广 道路 . 

证 明 必要 性 : 设 M 是 最 大 匹配 ,来 证 明 G 中 不 存在 M 可 增 
广 道路 . 

我 们 用 反 证 法 . 

设 M 是 最 大 匹配 ,并 且 存 在 一 条 M 可 增 广 道 路 P ,由 前 面 讨论 
知 ,P 中 的 边 数 必 为 奇数 , 记 为 P:voviv2…… V2mU2m +1， 

其 中 ,(wo, 01),《v24v3)，…， (v2m,v2m+1) 均 为 非 匹配 MM 的 
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边 , 而 (v1, zz), (za z4) (oz2m-1y v2m) 为 匹配 M 的 边 - 记 王 
{了 ) 为 可 增 广 道路 P 的 边 的 集合 , 即 
E(P)={(v0,01), (013,072), , vam v2m+1)}. 
再 令 M =MOE(P)=(MUE(P)\ (MNE(P))= 
(MU (wo, v1), (v1 02) ,7, vam, vam ti)! \ 

{v1 v2) ,v3 04) "(V2m 1502m) | 

则 集合 M “本 身 也 是 一 种 匹配 , 且 显 然 满 足 : 

1M'l 宇 1M1+1>1M|, 这 与 假设 M 是 最 大 匹配 矛盾 . 

充分 性 ” 现 设 G 中 不 存在 关于 匹配 M 的 可 增 广 道 路 ,我 们 来 
证 明 M 是 最 大 匹配 - 

仍 用 反 证 法 . 

如 果 MM 不 是 最 大 匹配 , 则 一 定 存在 G 的 一 个 匹配 Mi ,使 得 : 

IMi|>IMI. 

作 环 和 Maz= MI 中 M, 则 有 : 

(1) 因 M1 和 M 都 是 匹配 , 故 M 与 M 各 自 的 边 之 间 没 有 共同 
的 顶点 , 且 M2 是 由 M1 和 M 中 非 共同 部 分 组 成 的 , 故 M2 中 任何 
连通 的 道路 必然 是 交替 出 现 Mi 和 M 的 边 ; 

《2) 又 由 于 1Mi| >|M|, 所 以 对 于 上 面 (1) 中 所 出 现 的 关于 Mi 
和 AM 的 交互 道中 ,至 少 存在 一 条 这 样 的 交互 道 P, 使 得 P 中 属于 
Mi 的 边 多 于 属于 M 的 边 .显然 ,P 只 能 是 从 Mi 的 边 开始 , 且 同 时 
以 Mi 的 边 为 结束 的 交互 道 .这 表明 ,交互 道 P 恰 为 关于 匹配 M 的 
一 条 可 增 广 道路 ,显然 这 与 充分 性 假设 矛盾 . 

注 定理 4.1.1 不 仅 给 出 了 一 个 匹配 是 最 大 匹配 的 充 要 条 件 ， 
而 且 为 我 们 提供 了 一 种 寻找 最 大 匹配 的 具体 方法 、 

事实 上 ,对 于 任意 一 个 事先 给 定 的 匹配 , 先 在 G 中 寻找 是 否 存 
在 可 增 广 道路 , 若 存在 , 则 可 按 定 理 4.1.1 的 证 明 中 给 出 的 方法 修改 
匹配 ,并 且 可 反复 进行 ,直到 不 存在 可 增 广 道路 为 止 , 即 可 得 到 一 个 
最 大 匹配 . 一 

定义 4.1.6 设 4 是 图 G 的 任 一 顶点 子 集 ,G 中 与 4 的 顶点 


"195 


邻接 的 所 有 顶点 的 集合 , 称 为 A 的 邻 集 ,并 将 其 记 作 Ne(A). 

设 G 是 一 个 具有 二 分 划 (Vi, V2)( 这 里 V1, Vz 均 为 顶点 集 VV 
的 子 集 . 且 满足 : VU V2= VY ,Vi 门 V2= 名 ) 的 二 部 图 .在 许多 应 用 
中 总 是 希望 能 找到 G 的 一 个 匹配 M ,使 它 饱 和 V; 的 每 个 顶点 . 

定理 4.1.2 设 G=(Vi, V2,E) 是 一 个 二 部 图 , 则 G 含有 饱 
和 的 每 个 顶点 的 匹配 的 充 要 条 件 是 对 所 有 的 A 刁 Vi, |Ne( 有 4)| 
之 141， 

证 明 必要 性 : 设 图 G 含有 匹配 M , 它 饱和 Vi 的 每 个 顶点 .并 
设 A 是 Vi 的 任 一 个 子 集 - 

由 题 设 知 A 的 每 个 顶点 在 M 下 和 Nc(A ) 中 相 蜡 的 顶点 配对 ， 
故 显 然 有 |Ne(A)| 之 .A1. 

充分 性 :车 对 于 任何 A 壬 Vy, 恒 有 [|Ne(A)| 之 |A1. 可 按照 如 
下 的 办 法 作出 匹配 M ,使 得 V) 关于 匹配 M 饱和 . 

先 作 任意 一 个 初始 中 配 ,着 已 使 Wi 饱和 , 则 定理 已 被 证 明 . 

下 设 Vi 中 至 少 有 一 个 顶点 v 非 饱 和 , 则 可 检查 从 顶点 vw 出 
发 ,而 终点 在 V2 中 的 交互 道 ,这 时 可 能 有 如 下 两 种 情况 发 生 : 

(1) 没 有 任何 一 条 从 2 出 发 的 交互 道 可 以 到 达 Vz 中 的 非 饱和 
点 .这 时 ,由 于 从 顶点 w 开始 的 一 切 交 互 道 的 终点 还 必 在 Vi 中 .这 
表明 , 必 存 在 Vi 的 其 个 子 集 A ,使 得 :| Ne(4 )1< 14|1. 这 与 必要 
人 性 假设 矛盾 ,故此 种 情形 不 可 能 发 生 . 

《2) 存 在 一 条 从 v 出 发 的 交互 道 ,其 终点 为 Vz 中 的 非 饱 和 点 ， 
显然 这 条 道路 就 是 一 条 可 增 广 道路 ,于 是 我 们 可 以 改变 匹配 ,使 得 项 
点 v 关于 新 的 匹配 饱和 . 
重复 以 上 的 过 程 , 即 可 找 出 G 的 一 个 匹配 M ,使 M 饱和 Vi 的 
每 一 个 顶点 .~ 

充分 人 性 得 证 . 

定理 4.1.2 告诉 了 我 们 这 样 一 个 事实 : 

设 有 n 个 人 ,m 项 工作 任务 . 癌 能 否 适当 地 安排 任务 ,使 得 每 个 
人 都 有 工作 做 ? 显然 当 m < 时 ,答案 是 否定 的 (这 里 我 们 假定 每 
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一 项 工作 只 能 由 一 个 人 来 干 ). 即使 当 m 之 n 时 ,题目 的 要 求 也 不 一 
定 能 够 办 到 .但 是 ,定理 4.1.2 证 明了 如 下 的 结论 :在 m 之 n 的 前 提 
下 , 妆 这 = 个 人 适应 工作 的 能 力 越 强 时 , 越 容易 做 到 使 每 一 个 人 都 
有 工作 做. 

例 4.1.4 如 图 4.1.6 所 示 , 求 图 中 的 匹配 ,使 该 匹配 M 关于 
Vi= fr1,72173;T4sT 让 饱和. 


TL EA 

32 2 

Ty ya 

TH Bal 

Is. ys 
图 4.1.6 


第 一 步 ; 先 给 出 初始 匹配 M = E(xi,y1), (x3,35), (xs,y3)1-. 
如 图 4.1.7 所 示 . 其 中 属于 匹配 M 的 边 用 实 线 表示 ,而 不 属于 M 
的 边 用 虚线 表示 . 

第 二 步 :因为 Vi 尚未 饱和 , 故 可 找 出 其 中 的 一 个 未 饱和 点 x. 
从 顶点 zz 出 发 ,寻找 一 条 终点 在 Va = fy1,y2,y3,3?4,35| 中 的 交互 
道 :P = zay3Zsy5Z3y2。 

显然 是 一 条 可 增 广 道路 , 故 可 作 : 

Mi= MOE(P)=(MUE(P)) \ (MNE(P))= 

Cro) ,rays), Crss ya HU {Cr2,y3) ,Cy3,75), 
(5,y5) (35,T3) (7z3，32) \ {Cr3, ys5), (zs 3)) = 
{x1591), (x2193), (zs,y5), Cr3, 2)1. 

所 得 新 匹配 M1, 如 图 4.1.8 所 示 . 

第 三 步 : Vi 仍 未 饱和 , 且 其 中 za 为 非 饱 和 点 , 故 又 可 从 预 点 x 
出 发 ,寻找 一 条 终点 在 Vs 中 的 交互 道 :Pi = z4y3r2y27335Z5y4- 

显然 P1 仍 是 一 条 可 增 广 道路 , 故 可 作 : 
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Ma= MIDE(P1)= 
(Nz yn), (zc273), (x5s 5), (x3,92)1U N(xa y3), 
{93, 72), {72s 92), Cy2, 23), {x3 5}, (ys zs) 
(zsryaolN {raya), (zs, vs) ,Cray2) = 


{zi sy) (zx4,93) (x2532), (ray5) (sya)1. 
又 得 到 一 个 新 的 匹配 Ms, 如 图 4.1.9 所 示 . 
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图 4.1.7 图 4.1.8 图 4.1.9 
第 四 步 : 因 V, 已 全 部 饱和 , 故 结束 . 
定义 4.1.7 设 KK 是 图 G =(V ,FE) 中 顶点 集 Y 的 一 个 子 集 ， 
如 果 G 的 每 条 边 至 少 都 有 一 个 端点 在 K 中 . 则 称 开 是 G 的 一 个 覆 
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如 果 G 中 没有 适合 |K“| < |K | 的 村 盖  , 则 称 K 是 图 G 的 
最 小 覆盖 . 
如 图 4.1.10 所 示 , 分 别 给 出 了 一 个 图 的 覆盖 和 最 小 覆盖 .其 中 
点 集 {v01,v2,v4,ws 是 一 个 覆盖 ,而 点 集 10;,v3,v4| 是 一 个 最 小 覆 
盖 . 
着 KK 是 图 G 的 一 个 覆盖 ,MM 是 G 的 一 个 匹配 , 则 KK 至 少 含有 
MM 中 每 条 边 的 一 个 端点 .于 是 ,对 于 任何 匹配 M 和 任何 覆盖 K , 伍 
有 |M 委 | 攻 | . ， 
事实 上 , 设 M * 是 图 G 的 一 个 最 大 匹配 ,站 是 图 G 的 一 个 最 小 
覆盖 ,也 必 有 :|A ”| 委 | 六 | 
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图 4.1.10 


定理 4.1.3 设 条 是 图 G 的 一 个 匹配 ,天 是 图 CG 的 一 个 覆盖 . 
车 它们 之 阐 渍 足 关系 式 . 3M | = | 天 |. 则 M 必定 是 最 大 丐 配 , 开 必定 
是 最 小 覆盖 . 

证 明 设 对 * 是 图 G 的 最 大 匹配 , 冯 是 图 G 的 最 小 枚 盖 .出 有 
1MTSTM "|,IK|>l1|. 

但 由 前 面 讨 论 , 知 :1M "| 所 | 六 1, 又 下 题 设 ,| M |= |K|. 这 表 
明 :|M1= |M7?1 ,| 开 1=] 信 | . 即 AM 为 最 大 匹配 ,KK 为 最 小 覆盖 ， 

定理 4.1.4 在 二 部 图 G = (Vi, V2,E) 中 ,最 大 匹配 的 边 数 等 
于 最 小 窗 盖 的 顶点 数 . 

证 明 咯 . 

定义 4.1.8 如 果 一 个 图 G 的 每 一 个 顶点 都 具有 相同 的 麻风 
称 这 个 图 是 正则 的 . 

特别 ,对 于 每 个 顶点 的 度 殉 为 上 的 正则 图 , 称 为 上 一 正则 图 . 

为 方便 起 见 , 度 为 零 的 顶点 称 为 孤立 点 . 度 为 1 的 顶点 称 为 悬挂 


点 . 

定义 4.1.9 设 M 是 图 如 的 一 个 匹配 ,如 果 G 的 每 一 个 顶点 
是 M 饱和 和 的 , 则 称 M 是 完美 匹配 . 

例 4.1.5 如 图 4.1.11 所 示 的 图 G 中 ;: 

RM=on oaayodj (nsu6), (oo zs) 就 是 一 个 完美 匹 
配 . 
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图 4.1.11 


定理 4.1.5 车 G 是 一 个 一 正则 二 部 图 (&>>0), 则 图 G 有 一 
个 完美 匹配 . 
证 明 设 G=(Vi,V2,FE) 是 一 个 二 部 图 . 
由 于 G 是 一 正则 的 , 故 有 :&*|Vi|=|E|=k*|Vs|. 
且 由 题 设 ,k& >0, 所 以 必 :1Vi|=|V2|. 
设 A 是 Vi 的 任 一 子 集 , 下 ,下 ;分别 表示 与 A 和 Nec(A) 中 顶 
点 关联 的 边 集 . 则 根据 NG(A ) 的 定义 , 知 必 有 五 IE2z, 于 是 有 
有 Ne(4A)|= | 之 Il= 1 4 
这 表明 | Noe(A)l 宇 |A1. 
再 由 定理 4.1.2, 知 必 有 一 个 对 于 Vi 的 每 个 顶点 都 饱和 的 匹配 
M ,又 由 于 | Vi| = | V2| , 故 知 匹 配 M 是 一 个 完美 匹配 . 
如 果 一 个 图 的 某 个 分 支 有 奇数 个 顶点 , 则 称 此 分 支 为 奇 分 支 ;如 
果 某 一 分 支 有 偶数 个 顶点 , 则 称 此 分 支 为 偶 分 支 . 用 O(G ) 来 表示 
图 G 的 奇 分 支 的 数目 , 则 有 下 面 的 定理 : 
定理 4.1.6 图 G 有 完美 区 配 的 充 要 条 件 是 : 
OUG-A) 魏 141, 对 所 有 的 ACTY 成 立 . 
其 中 V 表示 图 G 的 顶点 集合 . 
此 定理 的 证 明 较 长 ,限于 篇 幅 , 我 们 这 里 从 略 
定理 4.1.7 ”每 个 没有 割 边 的 3 正则 图 都 有 完美 匹配 . 
证 明 设 千 G 是 一 个 没有 割 边 的 3 一 正则 图 . 
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肯 设 A 是 G 的 顶点 集 V 的 一 个 真子 集 . 用 G1,G2,…,G, 来 
表示 G -A 的 奇 分 支 ,又 没 数 mi; 是 一 个 端点 在 GE = 1,2,….r) 
中 , 另 一 个 端点 在 A 中 的 边 的 数目 . 

由 于 图 G 是 3- 正则 的 ; 故 


eid (oI VG ,iL 2. ,Balv)=3 A, 


其 中 |V(G;) | 表示 G; 中 的 顶点 数目 . 
从 而 知名 ,4 tw) -21E《Gi)| = mi 为 奇数 . 


这 里 ,|E(G.)i 央 示 G; 中 的 边 的 数目 . 
又 由 于 G 没有 割 边 ,所 以 mm 天 1. 这 表 昌 ,上 式 对 1<is<r。 
m,>3 成 立 , 于 是 有 : 
O(G ~ AY- rm dv) =A 
从 而 由 定理 4.1.6 知 图 G 有 完美 匹配 . 


84.2 色 数 


设 图 G=(V,E), 且 IV|=n,lE|=m. 

我 们 主要 讨 沦 灶 图 G 的 顶点 闭 色 和 边 着 色 这 拌 两 类 问题 . 对 刘 
G 的 所 有 顶点 着 色 时 ,要 求 所 相 邻 的 两 顶点 所 着 的 颜色 不 一 样 , 问 、 
最 少 需要 用 几 种 颜色 ? 这 就 是 所 谓 "顶点 着 色 "问题 . 若 对 多 G 的 所 
有 边 进 行 着 色 , 妈 要 求 与 同一 顶点 相关 联 的 边 有 不 同 的 着 色 , 问 最 少 
需要 用 几 种 颜色 ? 这 就 是 所 谓 “ 边 着 色 " 问 题 . 

前 面 .我 们 曾经 提 到 过 图 的 着 色 问 题 ,但 只 是 就 平面 图 讨论 了 四 
色 、 五 色 问题 ,本 节 将 导论 一 般 的 着 色 问 题 . 

我 们 先 来 看 几 个 实际 问题 . 

一 、 课 程 考试 安排 问题 

设 某 一 学 校 有 >” 门 课程 可 供 学 生 选 修 , 期 末 要 进行 考试 . 显然 ， 
每 个 学 生 每 场 只 能 参加 一 门 课程 的 考试 ,问题 是 :期 末 考 试 最 少 要 安 
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排 多 少 场 ? 

根据 考试 的 要 求 ,同一 个 学 生 所 选修 的 两 门 课程 的 考试 不 能 安 
排 在 同一 时 间 .当然 ,没有 相同 的 学 生 的 不 同 课程 是 可 以 安排 在 同一 
时 间 进 行 考试 的 . 

对 此 ,我 们 可 建立 如 下 的 数学 愤 型 : 

在 平面 上 分 别 到 定 a 个 点 v1,w2,… ,vs 来 表示 这 ?= 门 课程 , 若 
有 有 某 同 学 同时 选修 了 课程 a 与 课程 5, 则 在 顶点 o 与 ww 之 间 连 一 
条 边 .这 祥 , 就 得 到 了 一 个 有 + 个 顶点 的 图 G. 

于 是 ,课程 考试 安排 问题 即 可 归结 为 对 图 G 的 顶点 着 色 问 题 . 
即 着 同一 颜色 的 顶点 所 对 应 的 课程 可 安排 在 同一 时 间 进 行 考 试 . 这 
样 , 求 出 使 图 G 的 相 邻 顶点 着 不 同 颜色 的 最 少数 目 , 便 是 所 应 安排 
考试 的 最 少 场 数 ， 

二 ,物资 储存 问题 

设 有 > 种 物资 需要 存放 在 仓库 中 . 但 在 些 物资 决 不 多 洗 放 在 同 
一 个 鼻 问 里 ,否则 将 会 使 物资 损坏 ,甚至 会 发 生 和 危险 . 问题 即 为 :存放 
这 x 种 物资 ,最 少 需 要 准备 多 少 个 房间 ? 

与 问题 一 相似 ,可 建立 模型 如 下 : 

在 平面 上 取 定 n 个 顶点 oa,oa， ,wn 分 别 表示 这 n 种 物资 - 若 
a 与 5 是 不 能 放 在 一 起 的 两 种 物资 , 则 在 v 与 vw 之 间 连 一 条 线 .这 
样 ,又 可 得 到 一 个 a 阶 图 G , 且 此 问题 又 归结 为 对 图 6 的 顶点 着 色 
的 问题 

三 .时 间 表 问题 

设 cl,x2,…',zm 为 m 个 工作 人 员 ,y1,y2,…, ys 为 4 种 设备 . 
又 设 工作 人 员 zx, 对 设备 y 提出 要 求 ,使 用 时 间 假 定 均 以 单位 时 间 
来 计算 . 显然 ,每 一 个 工作 人 员 在 周一 个 时 间 里 只 能 使 用 -一 种 设备 ， 
且 某 一 种 设备 在 出 一 时 间 星 只 能 供 一 个 工作 人 员 使 用 .问题 是 :应 如 
何 合理 安排 ,才能 使 得 在 尽 可 能 短 的 时 间 里 满足 每 一 个 工作 人 员 的 
要 求 ? 

与 前 面 记 讲 的 匹配 问题 类 似 ,此 问题 可 转化 为 关于 顶点 集 Yi = 
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|zlyzay…yzm 上 | 与 顶点 集 Vz= 和 y1,y2… ,yn 上 的 二 部 图 G =《 Vl， 
V3, 正 ) 的 边 着 色 问 题 .这 里 边 集 玉 是 由 如 下 方法 得 出 的 : 若 工 作 人 
员 zx; 需要 使 用 设备 yj;, 则 在 zx; 与 y 之 间 连 一 条 边 * 且 每 单位 时 间 对 
应 一 条 边 ,显然 ,此 时 图 G 中 过 zy 的 边 可 能 不 只 一 条 ), 于 是 ,我 
们 可 以 对 二 部 图 G = (V1, Vz, 万 } 进 行 边 着 色 , 使 得 具有 相同 颜色 
的 边 可 安排 在 同一 单位 时 间 里 . 

上 面 虽 然 提 出 了 顶点 着 色 与 边 着 色 这 样 两 类 问题 ,但 实际 上 边 
的 着 色 问 题 是 可 以 很 容易 地 转化 为 项 点 着 色 问 题 的 . 

例 4.2.1 对 图 4.2.1 所 示 的 图 的 边 ( 实 钱 所 表示 的 边 } 进 行 边 
着 色 , 要 求 与 同一 硕 点 相关 联 的 边 有 不 同 的 颜色 . 


图 4.2.4 
为 了 使 边 着 色 转 化 为 顶点 着 色 ,对 应 于 图 4.2.1 中 前 图 , 作 一 图 


使 其 满足 下 列 条 件 : 

(1) 对 于 图 4.2.1 中 的 每 一 条 边 = ,在 ea 上 取 定 一 个 顶点 ( 记 
为 za); 

(2) 当 且 仅 当 图 4.2.1 中 的 两 条 边 e 与 cj; 之 间 有 一 公共 顶点 
时 ,在 (1) 中 所 确定 的 vi 与 v 之 间 连 一 条 边 ( 见 图 4.2.1 中 的 虚 
线 ). 


多 


D3 
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图 4.2.2 即 为 满足 (1),(2) 的 图 、 

这 样 ,我 们 就 把 图 4.2.1 的 边 着 色 问 题 ,转化 或 了 对 图 4.2.2 的 
顶点 着 色 问 题 . 

下 面具 体 讨 论 着 色 问 题 . 

定义 4.2.1 给 定 图 G=(V,E}, 且 SEV. 

车 S 中 任意 两 个 项 点 在 G 中 均 不 邻接 , 则 称 S 是 一 个 独立 集 . 

例 4.2.2 在 图 4.2.3 所 示 的 图 中 ， 


S1= ivayodl， az 


S2= uayvudia6r， 


Sas= jua,a6| 均 为 独立 集 . ™ 
定义 4.2.2 用 ;种 颜色 对 图 G 的 顶点 进 * | 
行 着 色 , 且 没有 相 异 欧 郭 接点 有 相同 的 颜色 , 则 
称 此 着 色 方法 为 图 G 的 一 个 :一 顶点 着 色 . ” 


5 一 顶点 着 色 也 简称 为 s -着 色 . 
定义 4.2.3 使 图 避 为 ; -着 色 的 数 : 的 
最 小 值 , 称 为 图 G 的 色 数 ,并 将 G 的 色 数 记 作 x(G) 
车 xtG)=s, 则 称 图 G 是 : 一 色 的 . 
例 4.2.3 图 4.2.4 绽 出 了 一 个 3- 着 色 图 6G、 
疹 分 别 用 c1,c2,c3 来 代表 三 种 不 同 的 颜色 , 则 图 中 给 出 了 具体 
的 着 色 方法 . 


图 4.2.3 


图 4.2.4 


显然 ,图 4.2.4 也 是 3 一 色 的 ,也 就 是 说 ,该 图 的 色 数 为 3, 亦 即 
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显然 .图 G 的 顶点 着 色 以 后 ,具有 性 何 一 种 相同 颜色 的 所 有 顶 
点 的 集合 是 徙 此 独立 的 . 因 此 ,图 的 一 个 ; - 着色 是 汉 图 G 的 顶点 
集 允 分解 成 * 个 (可 能 有 空 集 ) 独 立 集 的 一 个 分 划 了 = (Vi V2,…。 
VV). 据 此 ,下 面 的 定理 是 显然 的 . 

定理 4.2.1 网 G 是 2- 着 色 的 , 当 且 仅 当 图 G 是 二 部 图 . 

定理 4.2.2 对 于 任意 一 个 图 G, 异 有 :x (G) 所 全 +1. 其 中 , 公 
为 图 G 中 顶点 的 最 大 度数 . 

证 明 设 图 G=(V,E), 有 IVI=n,1IE|=m. 

下 面 对 顶 点 个 数 s 作 归 纳 法 . 

显然 , 当 ;=1 时 ,有 :全 =0,x(G})=1, 故 此 时 定理 成 立 . 

摄 设 定理 对 图 G 的 顶点 个 数 5 安 a 一 1 时 成 立 . 

s= 寺 时 , 设 是 图 G 的 任 一 顶点 ,由 归纳 假设 有 x(G 一 所 
会 1+ 1, 其 中 公 | 为 G 一 v 中 顶点 的 最 大 度数 . 

显然 人 世人 ,于 是 有 :x(G -us 和 1. 

从 而 可 用 公 +1 种 颜色 对 G -v 的 顶点 着 色 .再 设 与 v 邻接 的 
顶点 是 1,#2,… ,wt :用 c1,c2… ,rs 表示 对 顶点 w1,42,…, wa 所 着 
的 颜色 . 则 由 & 扫 入 , 故 从 A + 工种 颜色 中 必然 可 以 找到 一 种 颜色 
caslfet+l 天 oj 了 =1,2,…, 天 ). 于 是 可 对 顶点 z 着 色 ci ti. 

归纳 法 完成 

关于 色 数 X(G) ,我 全 还 可 给 出 如 下 几 个 简单 的 结论 : 

(1) 图 G 只 有 孤立 点 时 ,x(G)=1: 

(2) 对 于 x 阶 完全 图 KR,, 有 :x(G)=n; 


(3) 车 


(4) 车 


G 是 由 个 顶点 所 构成 的 一 个 回路 时 ,有 
2， 于 为 偶数 
XG) = js, nt 为 奇数 
G 是 顶点 数 超过 1 的 一 棵 树 时 , 必 有 x(G)=2. 


定义 4.2.4 设 图 G=(V,E).H 是 图 G 的 任 一 子 图 , 且 H= 
(Vi,ED). 若 满足 :只 要 Vi1 是 V 的 真子 集 ,就 有 x(H)<x(G). 则 


* 205 ， 


称 图 G 是 临界 的 . 
”车 图 G 是 *- 名 的 ,又 是 临界 的 , 则 称 图 G 是 - 邻 界 的 . 

例 4.2.4 对 于 完全 图 K, 来 说 , 它 即 是 临界 的 ,又 是 x - 邻 界 
的 . 

定义 4.2.5 设 风 G=(V ,已 ). 到 G 的 顶点 的 最 小 度数 8 规定 
为 :8=minldfa)loEY 上 上 

下 面 给 出 重要 的 定理 . 

定理 4.2.3 若 图 G 是 *- 邻 界 的 , 则 8335 一 1. 

证 明 ”用 反 证 法 . 

著 盎 G 是 * - 邻 界 的 , 且 6<s -1, 可 假定 对 于 顶点 v,d(v)= 


6. 

由 于 G 是 s 一 邻 界 的 ,所 以 Gvw 是 (s 一 1) ~ 着 色 的 .于 是 可 
设 (V;,Va,…,V;-1) 是 Gv 的 一 个 (s 一 1) 着 色 .而 d{w)=6,zw 
在 图 G 中 与 5 个 顶点 相 邻 接 . 注 意 到 6 <s 一 1, 知 顶点 " 必然 在 图 
避 中 与 某 个 顶点 集 蕊 的 所 有 顶点 都 不 邻接 . 由 此 得 : 

Ci Va VU cl, Ws -1 是 G 的 一 个 (s 一 1) 一 
着 色 . 这 与 假设 :6<s -1 牙 盾 . 

定理 4.2.4 设 由 是 一 个 ;一色 图 , 则 G 中 至 少 有 s 个 顶点 
的 度数 不 小 于 s -1. 

证 明 设 图 G 是 一 个 ; - 色 图 , 且 百 是 G 的 一 个 一 临界 子 
图 . 

由 定理 4.2.3 知 ,FH 的 每 个 顶点 在 五 中 的 度数 不 小 于 * 一 1. 显 
然 ,这 些 顶点 在 G6 中 的 度数 也 不 会 小 于 s -1. 叉 由 于 可 是 s - 色 的 、 
敬 瑟 中 至 少 有 s 个 顶点 ,这 即 证 明了 由 G 中 至 少 有 s 个 顶点 的 度数 
不 小 于 一 1. 

定义 4.2.6 设 刀 ,v 是 某 个 图 G 中 的 两 个 不 邻接 的 顶点 ,我们 
用 符号 G: uv 表示 把 ,uv 收缩 为 一 个 顶点 x ,t=4 或 x=w, 并 把 
G 中 凡是 与 4 ,vw 相关 联 的 边 均 使 之 与 硕 点 x 相关 联 . 这 种 方法 , 称 
之 为 对 图 G 的 不 相 邻 顶点 的 "收缩 ”. 用 符号 G + xz 表示 在 G 中 添 
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加 边 zu , 称 之 为 对 G 的 不 相 邻 顶点 的 “加 边 ”. 
例 4.2.5 图 4.2.5 所 示 的 图 中 ,分 曾 维 出 了 图 G 及 G:viv3 的 
图 形 . 


vs Oy iv 


i 


说 区 和 Gamma 


图 4.2.5 


定理 4.2.5 设 w,v 是 图 G 的 王 个 不 邻 秘 的 顶点 , 则 ; 
XGI=min|X(G + uv}, x(G:uv)|. 
证 明 设 x(G)= 久 .对 图 G 的 所 有 顶点 着 色 , 对 于 G 中 两 个 
不 邻接 的 两 个 顶点 4 和 w 来 说 ,或 者 ax 与 w 着 相同 的 颜色 ,或 着 * 
与 z 着 不 同 的 颜色 . 
(1) 车 与 v 着 相同 的 颜色 
显然 ,此 时 上 =x(G ) 种 颜色 是 以 使 得 图 G : xo 的 相 邻 顶点 着 
不 同 的 颜色 , 即 有 x¥(G) 之 x(G :we). 
{2) 若 4 与 "着 不 同 的 颜色 
此 时 上 = y(G) 种 颜色 可 使 得 图 G + uw 的 相 邻 顶点 着 不 同 的 
颜色 ,从 而 此 时 有 x (G) 之 x(G + wv). 
综合 上 述 (1),(2), 即 得 到 
XC) minfx(G + av), x(G 1 uv)}. {4.2.1) 
另 一 方面 ,注意 到 n ,wv 不 邻接 ,显然 义 有 
XxX(GOIEXG + wu) xGIEXCG :uv)|. 
这 样 ,我 们 又 可 得 到 
X(G) 雪 miniy0G + uu) ,x(G :ao) (4.2.2) 
最 后 ,由 (4.2.1)(4.2.2) 两 式 , 即 得 
x{(G) = minfx(G + uv), x(G : wo):. 
定理 4.2.5 给 出 了 求 给 定 图 G 的 色 数 的 一 种 有 效 的 方法 ， 
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设 w 
车 图 


'v 是 图 G 中 任意 两 个 不 相 邻 的 项 点. 


G 的 着 色 给 出 了 * 与 ”有 具有 相同 的 颜色 , 则 可 确定 图 


Gam 的 一 个 着 色 ; 


苦 


G 的 着 色 给 出 了 x 与 v 具有 不 同 的 颜色 , 则 可 确定 图 


G + uv 的 一 个 着 色 ; 

将 土 述 两 种 过 程 重 复 进行 ( 即 不 断 收 缩 与 加 边 ) ,直到 所 得 的 图 
为 一 个 最 小 的 完全 图 为 止 .车 所 得 到 的 完全 图 是 K;, 则 x7(G)=7. 

下 面 再 看 一 个 具体 的 例子 

例 4.2.6 对 于 图 4.2.6 所 示 的 图 G ,经 过 连续 的 收缩 和 加 边 ， 
最 后 得 到 完全 图 K3. 这 表明 ,图 G 是 3 一 着 色 的 . 

注 所 得 到 的 图 并 不 只 一 个 ,我 们 要 求 最 后 所 得 到 的 图 必须 都 


是 完全 图 


, 且 最 后 取 最 小 的 完全 图 K,. 例 4.2.6 中 ,最 后 得 到 的 最 小 


完全 图 为 Ks, 故 该 图 G 是 3 一 色 的 . 


例 4. 


图 4.2.6 
2.6 中 的 图 G 可 用 红 、 黄 、 蓝 三 种 颜色 着 色 ,如 图 4.2.7. 
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恒 4.2.7 


8$4.3 独立 集 与 色 多 项 式 


例 4.3.1 上 节 对 图 G = ( 双 ,) 的 顶点 进行 着 色 的 结果 , 即 把 


分 成 了 若干 个 独立 集 ,对 此 我 们 再 进行 进一步 的 讨论 . 


定义 4.3.1 设 图 G 的 某 一 顶点 的 集合 是 独立 集 , 但 是 任意 增 


加 一 个 硕 点 就 破坏 它 的 独立 性 , 则 称 这 样 的 独立 集 为 极 大 的 独立 集 . 


我 们 将 图 G 中 顶点 数 最 多 的 极 大 独立 集中 的 顶点 数目 ,表示 为 


BUG) 


例 4.3.2 图 4.3.1 所 示 的 图 G 中 : 


ee3l boa vel ,fvs, 97 v1 wes 03} {v1, vg. v3 v6| 均 为 


独立 集 . 且 |v] ,mgyp3;yz6| 为 一 个 极 大 独立 集 , 故 B(G )=4. 


4.3.1 
前 面 介绍 了 极 大 独立 集 的 概念 ,从 定义 可 以 看 出 , 找 一 个 极 大 独 
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立 集 并 不 困难 ,只 要 从 任意 一 顶点 开始 ,然后 每 次 增加 一 点 ,并 保证 
所 增加 的 点 与 已 有 的 项 点 均 不 相 邻 .这 样 的 步 又 反复 进行 ,直到 最 后 
不 能 增加 为 止 , 便 得 到 一 个 极 大 独立 集 . 
例 4.3.3 如 图 4.3.2， 
取 顶 点 vi, 可 得 到 极 大 独立 集 为 : wmsi 或 flvwsl; 
取 顶 点 v3, 可 得 到 极 大 独立 集 为 ;wv2,v3, vs 或 : w2,v3, vels 
取 顶 点 va, 可 得 到 极 大 独立 集 为 :: 03,v2,os| 或 ;v3,v2,v6ls 
取 顶 点 v4, 可 得 到 极 大 独立 集 为 :; w4] ,为 单 点 集 . 


图 4.3.2 

对 顶点 vs ,v6 也 可 如 上 讨论 . 

最 后 ,得 到 全 部 极 大 独立 集 为 :| vw2, v3,05: ,| v2, v3 we} iu， 
ws}, v5), fv), vs v2), {ve vs), {vs, val ,los, v2}. 

独立 集 与 覆盖 之 间 有 着 密切 的 关系 . 

定理 4.3.1 设 图 G=(V,E), 且 SV. 则 S 是 G 的 独立 集 
当 且 仅 当 5= V \ S 是 G 的 一 个 图 盖 . 

证 明 根据 独立 集 的 定义 知 ,5 是 G 的 独立 集 当 且 仅 当 没 有 G 
中 的 边 , 其 两 个 端点 均 在 S 中 .这 就 表明 S 是 G 的 独立 集 当 日 仅 当 
G 的 每 一 条 边 至 少 有 一 个 端点 在 5=V \S 中 ,从 而 3 是 G 一 个 覆 
盖 


最 后 ,我 们 给 出 色 多 项 式 的 概念 

我 们 知道 ,图 G 的 色 数 是 对 图 G 的 顶点 进行 着 色 所 需要 的 最 
少 的 颜色 的 数目 ,如 果 所 给 的 阁 色 的 数目 比 色 数 大 ,自然 可 以 对 
G 的 项 上 进行 着 色 , 而且 着 色 的 方法 不 止 一 种 . 
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定义 4.3.2 图 G 的 一 个 用 》 种 或 不 到 4 种 颜色 的 着 色 , 叫 做 
全 的 一 个 至 多 4 一 色 的 着 色 . 

在 图 G 的 两 个 至 多 4 一 色 的 着 色 中 ,如 果 G 的 所 有 顶点 中 至 少 
有 一 个 顶点 被 着 以 不 同 的 颜色 , 则 认为 这 两 个 至 多 4 一色 的 着 色 是 
不 相同 的 . 

定义 4.3.3 图 G 的 不 同 的 至 多 一 色 的 着 色 的 数 月 , 称 为 
G 的 色 多 项 式 , 记 作 P(4). 

显然 , 若 4<xX(G), 则 P(X)=0, 而 P(4)>0 的 最 小 的 4 是 图 
G 的 色 数 x(G). 

设 mi 是 用 ; 种 颜色 对 图 G 的 顶点 进行 着 色 的 不 同方 案 数 . 现 
用 》 (之 和 种 颜色 对 图 G 进行 着 色 ,每 取 ; 种 颜色 时 有 mC 种 不 
同 的 方案 ,于 是 我 们 有 

POA)=mi C+ m2 Ct + e+ rma OF, 

其 中 n 为 图 G 的 顶点 数 ,Gi 为 从 4 个 物品 中 取 i 个 物品 的 组 合 数 ， 
即 


PO)=mA+t TAD + D2) + 


min 


人 

由 上 式 可 知 ,图 G 的 不 同 的 至 多 4 一 色 的 着 色 的 数目 P(X) 是 
4 的 一 个 多 项 式 ， 

例 4.3.4 三 阶 完全 图 Ks, 有 :P(4)=4(4 一 1)(2 -2). 

事实 上 ,对 Ks 的 任何 一 个 指定 的 顶点 ,可 以 用 X 种 颜色 中 的 任 
何 一 种 颜色 进行 着 色 ; 而 对 KK3 的 第 二 个 顶点 ,可 以 用 4 一 1 种 颜色 
中 的 任何 一 种 进行 着 色 ; 第 三 个 顶点 则 可 用 * -2 种 颜色 中 的 任何 
一 种 颜色 ， 

一 般 地 ,对 于 n 阶 完全 图 K, ,有 

P(A)=244—1)( 一 2)…(A -n+1). 
我 们 再 来 看 一 个 色 数 问题 的 具体 应 用 . 
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例 4.3.5 如 图 4.3.3 是 一 电路 图 . 


图 4.3.3 图 了 .3.4 


如 要 设计 一 印刷 电路 板 . 印 刷 电 路 板 是 在 绝缘 板 内 幅 人 导线 , 故 
在 同一 板 内 不 允许 两 根 导线 在 接点 以 外 的 地 方 交叉 . 问 最 少 要 分 成 
几 屋 印刷 电路 板 ? 

图 4.3.3 中欧 边 oe1,e2,…, es 分别 对 应 于 顶点 v01,02,…,v9. 当 
a 与 & 两 条 边 在 接点 以 外 交叉 时 . 则 过 vw, 引 一 条 边 { 见 
二 .3.4) 

图 4.3.4 的 色 数 为 3. 故 可 用 三 种 
颜色 , 比如 ; cl, cz.cs 对 该 图 的 顶点 进 ee 
行 着 色 (如 图 中 括号 中 所 示 ). 和 

由 于 ipayzs,ayyae 着 同一 颜色 (a) 
cl 而 wa we vs 着 同一 颜色 cz 顶点 “。 和 “A 


ve 着 色 c3. 故 e1,e3,e5,e7,e3 在 同一 EB 

层 印刷 电路 板 上 ,如 图 4.3.5(a) 所 孙 . (8) 

且 e3,e4,e8 在 另 一 层 印刷 电路 板 上 ,如 ，。*，。e +。 
4.3.5K8 ) 所 示 - 同样 ,e6 在 第 三 层 印 4 

刷 电 路 板 上 ,如 图 4.3.5Cc) 所 示 . 
三 层 印刷 电路 板 组 成 电路 如 加 (0 

4.3.6 所 示 . 图 4135 
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图 4.3.6 


习题 四 

1. 证 明 : 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 . 
2. 证 明 ;一 个 8x 8 正方 形 出 去 2 个 位 于 对 角 上 的 1x1 的 小 正 
方形 后 ,不 能 用 1 x 2 的 小 长 方形 遗 盖 住 . 
提示 :如 题 图 4.1 所 示 , 构 成 一 个 分 别 为 口 和 O 〇 的 图 ， 


一 
ol ol 5 


O 


O 

O| ID ID IO 

Dj ID 
[| 
O 


| Oi ID ID 


Ol IO Ol Ob 


O 
O 
O 


ol iol lo 

题 图 4.1 
3. 设 图 G 的 色 数 为 =x(G). 证 明 图 G 至 少 有 CE 条 边 ， 
4. 试 求 题 图 4.2 的 所 有 的 极 大 独立 集 、 
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图 4.2 


5. 试 证 ” 个 顶点 的 树 的 色 多 项 式 为 
P(A)=A(A -1)" 1, 

6. 设 由 a ,5,c,d,e,f 6 个 人 组 成 一 个 小 组 检查 5 个 单位 的 工 
作 . 若 某 单位 和 x ,y 2 人 有 过 工作 联系 , 则 用 {z ,yl 来 表示 .已 知 与 
这 5 个 单位 有 过 工作 联系 的 人 分 别 为 ; {8,c,al, la,e ,fi， 
fa,6,e,fi, a,6b,d,f} ,la,5,c|. 今 要 求 到 某 单位 去 检查 工作 的 
人 必须 是 和 该 单位 没有 联系 的 人 . 问 应 如 何 安排 才能 达到 要 求 (每 个 
单位 去 2 个 人 ). 

7. 求 题 图 4.3(a ),(5) 的 色 数 ,并 对 其 进行 着 色 . 

8. 对 题 图 4.4 进行 着 色 


yONLN 
“YNET 
(a) {6} wa v9 vn 
题 图 4.3 题 图 4.4 

9. 出 席 某 次 国际 学 术 会 议 的 6 个 成 员 :a1,a2,a3,44,4s,a6, 他 
们 的 情况 是 :ai 会 讲 汉语 、 法 语 和 日语 ;a2 会 讲 德语 .日语 和 俄语 ; 
43 会 讲 英语 和 法 语 ;a4 会 讲 汉语 和 西班牙 话 ;as 会 讲 英语 和 德语 ; 
as 会 讲 俄语 和 西班牙 语 . 现 欲 将 此 6 人 分 为 两 个 组 , 问 是 否 能 发 生 


同一 组 内 任 2 个 人 不 能 互相 交谈 的 情形 ? 
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10. 有 4 名 教师 : 张 \ 王 、 李 、 赵 . 现 欲 安排 他 们 讲授 4 门 课程 : 数 
学 ,物理 .电工 和 计算 机 .但 张 只 会 讲 物理 和 电工 ; 王 只 会 讲 数学 和 计 
算 机 ; 李 会 讲 物理 ,数学 和 电工 ; 赵 只 会 讲 电工 . 问 应 如 何 进行 安排 ， 
才 不 会 使 任何 人 去 讲 极 他 所 不 会 讲 的 学 科 ? 
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第 五 章 ”路 径 问题 


$5.1 最 短 道路 


定义 5.1.1 设 图 G=(V,E}. 若 对 于 图 G 的 每 一 条 边 {z,， 
二 ), 相 应 地 确定 一 个 数 (vi, wv,){ 简 记 作 与 ), 称 如 为 边 (w,,%w) 的 
“和 权 ”. (3 连 网 它 各 边 上 的 权 称 为 赋 权 图 . 

车 用 琴 表示 GG 的 所 有 边 上 的 权 的 集合 .我 们 可 将 赋 权 图 G = 
{VE), 记 作 G=(V,E,Ww). 

又 设 五 是 赋 权 图 G 的 一 个 子 医 , FH 中 每 一 条 边 的 权 之 和 也 称 
为 子 图 瑟 的 权 , 记 作 2(H)}. 

为 了 氢 述 方便 , 感 权 图 G 中 一 条 边 的 权 也 称 为 该 边 的 长 .于 是 ， 
对 于 赋 权 图 品 中 的 一 条 道路 :mw = wiv2va… wk -1% 的 长 ,是 指 道 路 
内 上 所 有 边 的 长 之 和 , 即 

ED) 一 Si = ti 
定义 5.1.2 在 赋 权 图 中 给 定 一 个 项 点 vi( 称 之 为 始点 }, 及 另 
一 个 项 点 世 ( 称 之 为 终点 .在 大 有 以 w; 为 始点 ,以 vw; 为 终点 的 道路 

集合 |Psi 中 ,长 最 小 的 道路 , 称 为 从 w 到 的 最 短 道路 .并 且 将 从 
呈 到 v; 的 最 短 道 路 的 长 记 作 ;a (wi ,wy) .注意 ;这 里 d(vi,) 表 示 
从 vv 到 w, 的 最 短 道路 的 长 ,而 i(w;, wv;) 指 的 是 当 mw 与 vo, 邻接 时 ， 
边 (v;,vj) 的 权 . 

最 短 道路 问题 可 以 直接 应 用 于 生产 实际 .例如 各 种 管道 的 鱼 设 ， 
线路 的 安排 ,输送 网 的 最 小 费用 问题 等 等 . 
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特别 需要 指出 的 是 ,前 面 所 提 到 的 边 的 长 ( 即 权 ) 必 具 有 广泛 意 
义 的 . 比如 在 输送 网 络 中 ,从 vw 点 输送 ~- 个 单位 的 物质 到 w; 点 , 若 
长 是 指 通常 意义 下 的 路 离 , 则 最 短 道路 就 是 使 运输 距离 最 短 的 运输 
路 线 ; 若 长 所 表示 的 意义 为 时 间 , 则 最 短 道路 就 是 指使 运输 时 间 最 知 
的 路 线 .此 外 ,最 短 道路 还 可 代表 最 少 费 用 , 晤 小 流 其 等 等 . 

本 节 具 体 介绍 两 类 最 短 道路 问题 的 算法 . 

为 了 讨论 问题 的 方便 ,在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 均 假定 边 的 长 
1>0. 如 果 项 点 mw 与 不 邻接 . 则 可 令 局 = oo( 企 实际 计算 中 ,也 
可 用 任 -- 足 够 大 的 数 来 代 堆 之 ). 旦 对 图 G 中 每 个 顶点 vw, 约 定 : 
la=7(v, vw)=0. 

第 一 类 问题 : 求 一 个 从 给 定 的 始点 v1 出 发 ,到 终点 vw 的 最 短 
道路 . 

我 们 给 出 具体 计算 方法 为 : 

先 给 赋 权 疼 G =(V ,E,W) 的 每 一 个 顶点 标记 一 个 数 ( 称 为 标 
号 ). 这 里 ,标号 分 为 两 种 :一 种 是 临时 标号 (简称 为 标号 ) ;一 种 是 
国定 标号 (简称 为 P 标号 ). 其 中 ,了 标号 表示 从 始点 到 该 点 的 最 短 
道路 的 上 界 ,而 P 标号 则 是 从 始点 到 该 点 的 最 短 道路 的 长 .算法 过 
程 是 每 一 步 把 某 个 点 的 全 标 号 改变 为 P 标号. 这样, 直到 终点 得 到 
卫 标 导 , 即 可 停止 计算 . 

一 般 了 地 ,可 将 计算 步 双 归 结 为 : 

设 G=(Y,E, 多 ) 是 一 个 赋 权 图 ,计算 从 某 一 始点 v1 到 任 - 
顶点 wn 的 最 短 道路 可 按 如 下 步 双 进行 : 

《1 先 给 始点 ol 标 上 尸 标 导 :;5(zi) = 0, 而 给 其 他 各 顶点 均 
标 上 了 标号 :8(w)= 1, 其 中 ,车 w 与 v1 邻接 , 则 1: 即 为 边 (ol， 
vs) 上 的 权 ; 而 车 w 与 vi 不 邻接 , 则 规定 ,= co; 

(2) 接 下 来 ,在 所 有 的 了 标号 中 取 最 小 者 ,比如 ,6 (we) = 
为 最 小 者 , 则 把 项 点 vi 的 了 标号 改 为 呈 标号 ; 

(3) 再 重新 计算 具有 了 T 标号 的 其 他 各 顶点 的 工 标号 ,计算 方 
法 为 :对 每 一 个 与 顶点 vi 邻接 的 顶点 w 的 T 标号 ,选取 5(w) 与 
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5( ve) + ti 两 数 中 的 较 小 者 ,作为 项 点 ww 新 的 了 标号 (注意 ,这 里 仍 
然 是 了 要 号 ). 

继续 上 面 的 过 程 . 一 般 地 , 设 

P=iwlw 具有 P 标号 |, 且 T=|v,|w, 具 有 全 标 导 }. 

则 在 V\P 中 , 令 :b(om)=migib《v) 首 为 点 vn 的 P 标 时, 于 


是 有 vn EP. 

再 把 TA tw 中 顶点 w 的 了 标 导 修改 为 ; 

min{b(w), b{( on) + bm}; 

(4) 重复 上 面 的 过 程 ,直到 vw EP 为 止 . 这 时 ,5 (vn) 即 为 从 
v1 到 wn 的 最 短 道路 长 . 
上 面 所 给 出 算法 的 正确 性 是 显然 的 . 
下 面 我 们 来 算 一 个 具体 例子 . 
例 5.1.1 求 图 5.1.1 所 示 的 赋 权 图 G=(V,E,W) 中 ,从 顶点 
v1 到 顶点 wii 的 最 短 道路 . 


图 5.1.1 


nD 1 2 "OO 


图 5.1.2 
为 了 便于 检验 ,我 们 用 方 框 表示 P 标 导 , 而 用 圆圈 表示 了 标 
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号 . 

《1) 先 给 顶点 vi 标 上 了 标号 ,并 用 方 框 将 其 框 起 来 .而 与 邻接 
的 各 顶点 v2,v3,v4 的 工 标号 分 别 为 2.8,1. 其余 各 项 点 的 工 标号 
均 为 ce ,并 将 工 标 号 均 用 圆圈 将 其 圆 起 来 .如 图 5.1.2 所 示 . 

(2) 顶 点 v4 的 开标 号 是 所 有 工 标 恕 中 最 小 的 , 故 把 v4 的 全 标 
号 改 为 P 标 号 ,并 且 将 其 用 方 框框 起 来 .再 把 与 顶点 w4 邻接 的 顶点 
z7 的 下 标号 改 为 :10= min{co ,1+ 9| ,而 与 v 邻接 的 顶点 va 的 工 
标号 仍然 为 :8=min18,1+7|, 且 其 余 的 顶点 与 v4 均 不 连接 , 故 这 
些 顶 点 的 T 标号 均 不 改变 ,如 图 $.1.3 所 示 . 


图 5.1.3 
《3) 接 下 来 ,顶点 wz 的 工 标 导 是 所 有 了 工 标号 中 最 小 的 , 故 把 顶 
点 的 工 标 号 2 改 为 P 标号 ,并 将 其 用 方 框框 起 来 .再 把 与 wz 邻接 
的 顶点 vs 的 了 标号 改 为 :3=Iminjco ,2+11 ,而 与 v2 邻接 的 顶点 


v3 及 其 余 顶点 的 工 标 号 均 不 改变 ,如 图 5.1.4 所 示 . 


四 vs 四 2 向 
2 9 


S 3 人 
“网 人 pt 
噬 四 3 3 

有 
i 7 IC 
ET 


图 5.1.4 
(4) 把 顶点 ws 的 了 标号 改 为 P 标号 ,并 将 v6, vs 的 工 标号 分 
别 改 为 6,5. 其 余 顶 点 的 工 标 号 不 变 ,如 图 5.1.5 所 示 ， 
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图 5.1.5 


(5) 把 ws 的 工 标号 改 为 P 标号 ,并 将 wn 的 T 标 号 改 为 14,w9 的 T 
标号 改 为 12, 其 余 械 标号 不 动 ,如 图 5.1.6 所 示 . 


图 5.1.6 


(6) 把 v6 的 全 标号 改 为 P 标号 ,并 将 v3 的 工 标 号 改 为 7, 其 余 
了 标号 不 动 ,如 图 5.1.7 所 示 . 


val2) 1 of3] 2 val[5 
2 9 9 
Og wal wl 6 ~ he 2 wn 
1 2 3 
”六 Cp 加 膨 PE 


“Dm To 


图 5.1.7 


(7) 把 v3 的 工 标号 改 为 P 标号 ,并 将 z? 的 了 标号 改 为 9, 其 余 
工 标 号 不 动 ,如 图 5.1.8 所 示 . 
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司 -之 5 Da 
8 了 日 vw 2 a 
1 -了 可 2 [6 条 证 
bh [elle 3 SP 


wl 9 ES 


图 5.1.8 
(8) 把 wy 的 工 标 号 改 为 P 标号 , 并 将 uio 的 工 标号 改 为 
10， 如 图 5.1.， 9 所 示 . 继续 下 去 可 得 从 顶点 w 分 别 到 顶点 v2， 
v3 V4 v5， V6， v7， V8， vg，vI0，vi1 的 最 短 道路 之 长 为 : 2， 
7，1，3，6，9,，5，11，10，13. 县 图 5.1.10 中 的 粗 实 线 即 给 出 
了 由 顶点 v1! 到 zt 的 最 短 道路 . 


图 5.1.10 


第 二 类 问题 : 设 给 定 =” 阶 赋 权 图 G =(V ,E,W), 求 图 G 中 任 
意 给 定 两 个 顶点 间 的 最 短 道路 . 

首先 给 出 初始 x 阶 方 阵 : D0= (8). 

其 中 ,1 = Lv, ,vj) ,表示 边 (vw, ,wv,) 的 长 ,车 wa 与 三 不 邻接 , 则 
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规定 与 =o. 

楼 下 来 ,依次 构造 n 个 阶 方 隆 :D 人 四 ,D'37,…, Di 

其 中 ,第 个 甜 隆 :D4)= (4 全) 的 元 素 do 人 表示 从 顶点 vi 到 
顶点 vw 且 中 间 最 多 只 经 过 01,v2,…, woh 这 个 顶点 的 某 些 顶 点 的 
所 有 道路 中 ,最 知道 路 的 长 ， 

具体 构造 站 (的 方法 为 : 

设 已 知 De -= (dj& -0 , 则 可 规定 皂 阵 Da3 = (a 中) 中 的 
元 之 ds 中 为 : 


dy}= min: dy D, da -Dt 人 于 


其 运算 过 程 从 =1 开始 ， 分 别 让 i,j 取 遍 从 1 到 za 的 所 有 
正 问 数值 ， 从 而 由 吃 信 得 到 DW; 再 取 二 =2， 也 分 别 证 i、j 取 
从 从 1 到 ” 的 所 有 正 整数 值得 到 站 (2， 如 此 继续 下 去 ， 直 到 取 
=n， 南 DY ?得 到 DM 时 终止， 且 此 时 ; D 人 "= 《de)) 中 
的 元 素 dj") 即 为 从 任 一 点 vi 到 的 最 短 道路 的 长 . 

事实 上 ， 在 我 们 的 计算 过 程 中 ， 分 别 计算 出 了 从 顶点 vw 出 发 ， 
分 别 经 过 1，vz，…，zn 中 每 一 个 可 能 点 到 达 w 的 最 短 道路 之 
长 


下 面 看 一 个 具体 的 例子 . 
鲍 5.1.2 求 图 5.1.11 所 示 的 图 G 中 任意 两 个 顶点 之 间 景 短 
道路 的 长 . 


wy 3 a 
二 2 
2 了 之 | we 
室 全 
3 本 
图 5.1.11 
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先 作出 6 阶 答 阵 D， 


1 
DY = ” 
2 
oo 
loo 
再 按 公 式 : di 全 = min = 
(do 中 的 每 一 个 元 素 dy 中 ,得 
[0 1 mo 2 oo 8 
1 0 3 3 ~ co 
pws 3 0 1 2 2 
2 3 1 0 3 oo 
oo 2 3 0 2 
m2 % 2 0 


这 里 只 有 d=min{dy ,dz +a =minf4,1+2| = 
3 与 d=minfds0,4qa + dz 中} =mini4,3|=3. 由 4 变 成 了 
,其余 的 元 素 缘 未 政变 . 

接 下 来 ,再 按 公式 :dy 


minf ds ,datD+ at] ,得 


0 14 2 oo 

1 0 .33 o om 

2 4301 2 2 
12) 一 

了 2 310 3 om 

2 m230 2 

~ m2% 2 0 


这 里 只 有 dnf 与 dn 中 出 % 变 成 了 4, 其 余 的 元 素 蕴 未 改变 . 
类 似 地 ,由 公式 :dR +0 =min{ay% diyrt+ dis|, 可 
得 万 ,万 很 ,分 别 为 ， 
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014266 
103355 
pol430122 
231033 
6 52302 
652320 
013255 
103355 
1330122 
DOI= 31033 
552302 
ls 52320 


且 DD 一 DS) 一 D'S) = 

这 样 ,我 们 就 求 出 了 图 G 中 任意 两 个 顶点 c; 到 ww 之 间 的 最 短 
道路 长 为 ;dj 人 9. 

例如 ,顶点 v1 到 vs 之 间 的 最 短 道路 长 为 :qd 46 = 5; 而 顶点 wz 
到 v4 之 间 的 最 短 道路 长 为 4x5 = 3, 等 等 . 


$5.2 中 国 邮 路 问题 


一 个 邮递 员 从 邮局 出 发 递送 信件 ,然后 再 返回 邮局 . 如 果 要 求 他 
必须 走 过 他 所 管辖 范围 内 的 每 一 条 街道 至 少 一 次 .在 这 个 前 提 下 . 问 
应 如 何 选择 递送 路 线 ,才能 使 邮递 员 走 尽 可 能 少 的 路 程 ? 

这 个 问题 是 由 我 国 数学 家 管 梅 谷 教授 在 1962 年 首先 提出 来 的 ， 
因此 一 般 称 之 为 中 国 邮 路 问题 .显然 ,中 国 邮 路 问题 是 一 个 既 与 欧 拉 
图 有 关 , 又 与 最 短 道路 有 关 的 问题 .事实 上 , 若 邮递 员 所 管辖 的 街道 
路 线 构成 了 一 个 欧 拉 回路 , 则 这 条 欧 拉 回路 便 是 所 求 的 递送 路 线 . 而 
如 果 不 存 在 欧 拉 回 路 , 即 存在 度数 为 奇数 的 顶点 ,这 时 ,必然 有 些 街 
道 需要 经 过 不 只 一 饥 , 我 们 的 问题 即 如 何 来 寻求 最 短 的 路 线 . 
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我 们 可 以 将 中 国 邮 路 问题 用 图 论 的 语言 来 叙述 如 下 : 

设 图 G =(《V,E, 镀 ) 蚌 一 个 赋 权 的 巡 通 图 ,上 且 对 每 一 eEE, 帮 
有 权 wte} >0. 求 从 基点 me 出 发 ,经 过 G 的 每 一 条 边 至 少 一 
次 ,而 最 后 返回 v 点 的 回路 C ,使 得 :WCC)= 如 wte) 达 到 最 小 

显然 ,车 图 G 存在 一 条 欧 控 回路 , 则 此 回路 即 可 作为 一 条 所 求 
的 邮 路 .于 是 ,我 们 不 妨 假定 图 G 中 不 存在 欧 拉 回 路 , 亦 即 ,图 G = 
(V,E ,多 ) 中 存在 度数 为 奇数 的 顶点 .又 由 握手 定理 可 知 ,度数 为 奇 
数 的 顶点 的 个 数 必 为 偶数 个 .从 而 ,页 将 革 些 边 添加 若干 次 ,得 到 一 
个 新 图 G* ,年 G" 的 所 有 顶点 的 广 数 均 为 偶数 ,使 得 图 G "成 为 一 
个 欧 拉 图 .于 是 问题 可 转化 为 求 图 G* 的 一 个 欧 拉 回路 .但 需 注 意 的 
是 ,图 G "已 不 一 定 是 简单 图 . 

设 在 图 G* 中 , 边 e 重复 了 次 , 息 率 之 2, 则 可 去 掉 偶数 条 这 样 
的 边 , 使 得 去 掉 这 些 边 后 , 仍 保 持 各 顶点 的 度数 为 偶数 ,好 所 得 到 的 
图 仍然 是 欧 拉 图 . 故 为 使 总 权 数 如 w(e) 达 到 最 小 ,不 妨 假 定 每 条 边 
的 重复 数 月 不 超过 1. 

另外 ,由 邮 路 问题 的 实际 意义 ,要 使 总 邮 路 达到 最 短 , 即 息 当 于 
要 求 图 G* 中 重复 边 的 长 度 和 达到 最 小 . 

例 5.2.1 如 图 5.2.t 所 示 的 图 G 中 ,只 有 两 个 顶点 的 度数 是 
奇数 ,下 G 是 一 个 连通 的 赋 权 图 . 


图 5.2.1 
显然 G 中 存在 一 条 由 vi 到 v6 的 欧 拉 道路 : 


P=vIvV2V3USU4UIVIVAVEUVSVIVG. 
为 找 出 最 短 邮 路 ( 即 要 求 从 v1 出 发 , 仍 回 到 v1 点 ) , 需 先 找 出 由 
v1 到 v6 的 最 短 道路 ( 见 图 5.2.2 中 的 虚线 , 即 为 一 条 所 求 的 最 短 道 
路 ). 于 是 由 实 线 和 虚线 共同 组 成 的 图 即 为 G" ,显然 G* 是 一 个 欧 
拉 图 . 


图 5.2.2 


其 中 ,vivavsvzv6 即 为 由 wv] 到 v6 的 最 短 道路 - 

容易 验证 ,用 上 面 的 方法 得 到 的 欧 拉 回路 ,是 从 图 G 中 任 一 点 
出 发 ,经 过 G 的 每 一 条 边 至 少 一 次 ,最 后 回 到 出 发 点 的 所 有 路 线 中 
最 短 的 路 线 . 

车 用 Er 表示 所 求 的 重复 边 的 集合 (参照 图 5.2.2 中 的 虚线 )， 
则 求 最 短 邮 路 的 问题 即 可 归结 为 求 边 集 Eg ,使 得 图 G 成 为 欧 拉 图 ， 
同时 满足 使 :多 (ER) = 安 w(e) 达 到 最 小 . 


如 果 图 G 中 奇 顶点 的 个 数 多 于 2 个 ,那么 所 求 的 欧 拉 加 路 必 将 
要 添加 更 多 的 重复 边 ,但 应 如 何 使 重复 边 的 总 长 达到 最 小 ,这 就 是 下 
面 的 定理 所 要 解决 的 问题 . 

定理 5.2.1 设 C 是 连通 图 G 的 一 条 包含 G 的 所 有 边 的 欧 拉 
加 路 , 则 C 具有 最 小 长 的 充 要 条 件 是 : 

(1) G 的 每 条 边 最 多 重复 一 次 ; 

(2) 在 图 G 的 每 个 回路 上 ,有 重复 边 的 边 长 之 和 不 超过 该 回 
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路 长 的 一 半 . 


证 明 必要 性 (1) 是 显然 的 -下 证 {2). 

如 果 把 原来 重复 的 边 (注意 是 只 重复 一 次 ) ,都 让 其 不 重复 ,而 原 
来 不 重复 的 边 ,都 让 其 重复 一 次 ,这 样 将 使 该 图 上 每 个 顶点 的 度数 改 
变 0 或 2, 显 然 不 改变 各 顶点 度数 的 奇偶 性 , 故 所 得 图 仍 为 欧 拉 图 . 
妇 此 ,如 虹 一 个 回路 中 重复 边 的 过 长 超过 该 回路 长 的 一 半 时 ,对 该 加 


技 


路 作 如 上 调整 后 ,重复 边 的 边 长 将 会 减少 ,这 与 必要 性 假设 产生 矛 


充分 性 ”只 需 证 明 满足 定理 中 条 件 (1) 《2) 的 所 有 回路 的 长 绝 
相等 .从 而 只 需 证 明 满 中 条 件 (1).(2? 的 任 两 个 回路 中 ,重复 边 的 这 


长 均 相 等 即 可 


为 此 , 设 C,C: 是 两 个 满足 定理 中 条 件 (1) .(2) 的 加 路 . 且 ， 


D= Ec 


BD Ec = (Ec U Es)\ (Ec NN Ec;), 


其 中 Ec 表示 回路 C; 中 重复 边 的 集合 ,i = 1,2. 
例如 ,在 图 5.2.3 中 ,(a) 为 回路 C1,(5) 为 加 路 Cz, 且 : 


加 5.2.3 


Ec = 区 aaa (asyas)， Cus 07) :ve 279),(v7, v9)1. 


Ec= 1(v2, 03), (v3, v05), (v4 07) vs, V8) (v8, U9}! 
而 DD = EoDEs, 见 图 5.2.4. 
这 里 ,DD 是 回 夏 C1 与 如: 中 重复 边 的 环 和 , 即 
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vs 


图 5.2.4 

D=Ec®DEc= (EcUEe) \ (EcNEc). 

显然 ,由 边 组 成 的 集合 D 所 构成 的 图 的 每 个 分 支 都 是 殉 拉 图 
(事实 上 ,对 图 G 的 每 个 项 点" 来 说 ,回路 C1 与 四 路 C2 所 深 加 的 边 
数 或 者 同 为 奇数 ,或 者 同 为 偶数 ,从 而 两 者 拼 起 来 所 得 的 边 数 一 定 仍 
然 是 偶数 ,从 而 顶点 v 在 DD 中 的 度数 必 为 偶数 ) .这 表明 ,D 为 回路 
的 不 重 并 .但 在 DD 的 每 一 个 回路 上 ,由 题目 假设 , Ec 与 Ec 的 边 长 
均 不 会 超过 该 回路 长 的 一 半 , 故 它们 只 能 相等 , 且 都 等 于 该 同 路 长 的 
一 半 . 这 样 ,我 们 就 得 到 

区 we)= wle), 从 而 有 : w= 县 Le (人 


根据 定理 5.2.1 可 以 构造 中 国 邮 路 问题 的 算法 如 下 

因为 图 G 中 顶点 度数 为 奇数 的 顶点 个 数 一 定 是 偶数 , 故 不 妨 设 
这 2k 个 度 为 奇数 的 顶点 分 别 为 :v1,v2,… ,v24- 

我 们 可 将 算法 归结 为 如 下 四 个 步 又: 

第 一 步 :分 别 找 出 由 vi 到 va, 由 vs 到 v4,…, 册 v2 -1 到 v24 的 
道路 pi(p, 是 由 v2,- ,到 az 的 道路 ,: =1,2,……, 天 ). 并 对 道路 p; 的 
每 条 边 附加 一 条 边 ,使 该 边 成 为 重复 边 ; 

第 二 步 :再 来 检查 图 G 的 每 条 边 .车 第 一 步 所 渗 加 的 重复 边 使 
某 边 的 重复 边 数 超过 一 条 , 则 删除 其 中 偶数 条 边 ,使 得 G 的 每 条 边 
至 多 有 一 条 添加 的 边 , 且 其 中 每 一 个 顶点 的 度数 均 为 偶数 ， 从 而 得 到 
图 G 吕 .将 图 G' 中 重复 边 的 集合 记 为 0; 
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第 三 步 ; 对 图 G9 中 的 每 一 个 回路 (也 称 回路 为 图 ) 作 检查 .车 
有 某 个 图 中 重复 边 的 长 超过 该 圈 长 的 一 半 , 则 将 该 较 中 原来 重复 的 
边 改 为 不 重复 ,而 将 原来 不 重复 的 边 都 重复 一 次 ,得 到 图 GO ,图 
G 中 中 重复 边 的 集合 记 为 EiD， 

第 四 步 :继续 重复 做 第 三 步 的 工作 ,直到 对 图 G 中 每 一 个 圈 中 
重复 边 的 长 均 不 超过 圈 长 的 一 半 时 为 止 , 即 得 到 中 国 邮 路 问题 的 最 
优 解 . 

我 们 来 看 一 个 具体 的 例子 . 

例 5.2.2 如 图 5.2.5 所 示 , 图 中 给 出 了 一 个 邮递 员 人 负责 投递 范 
围 内 的 街道 示意 图 . 


8 Uy 


3 加 


图 5.2.5 
下 而 来 求 最 短 投递 路 线 . 
图 中 顶点 v1, v2,vs,04,v5, v6 均 为 奇 度数 的 顶点 , 先 求 出 由 
51 到 zz 的 道路 , P; = viv3vsv2; 再 求 出 由 vs 到 ws 的 道路 :P; = 
vav1v704; 再 求 出 由 ws 到 we 的 道路 ;P= wsvav4ve ,并 对 Pi.P2:， 
P; 道路 的 每 一 条 边 附加 一 条 边 , 如 图 5.2.6 所 示 . 


因为 图 中 边 (w1,w3) 与 边 (w2, vs) 均 重复 了 两 次 , 故 将 这 四 条 重 
复 的 边 全 部 删除 , 即 得 到 图 G 中 ,如 图 5.2.7 所 示 . 


图 5.2.7 


现在 图 G 人 中 已 经 不 存在 重复 边 数 超过 1 的 边 , 故 接 下 来 再 检 
查 G 多 中 的 每 一 个 图 . 

在 圈 wlz6rev7 中 ,重复 边 的 边 长 之 和 大 于 圈 长 的 一 半 , 故 将 这 
坚 重 复 边 去 掉 ,而 添加 上 边 {vl, ve) ,如 图 5.2.8 所 示 、 


D4 
~ 
了 vs 
3 > 5 
T1 5 vs 


图 5.2.8 


再 在 图 wivevivsv7v1 中 去 掉 重 复 边 , 而 添上 边 (vs,v2)， 
(ad,ez), faryvl) ,好 图 5.2.9 所 示 、 


最 后 ,在 图 vivavsvavev4v1v1 中 ,去 掉 重 复 边 ,而 洪 上 边 (wi1， 
v3), (vs,v2) (ve, v4). 得 到 图 5.2.10 


图 5.2.10 
容易 验证 ,图 5.2.10 中 每 一 个 坑 中 的 重复 边 的 边 长 之 和 均 不 赵 
贸 长 的 一 半 , 故 它 为 最 短 投递 路 线 ， 

上 面 给 出 的 方法 也 称 为 “奇偶 点 图 上 作业 法 ”. 显然 ,每 个 最 短 投 
递 路 线 都 可 以 用 “奇偶 点 图 上 作业 法 "来 求 得 解答 .但 需要 注意 的 是 ， 
应 用 此 方法 时 要 检验 所 有 的 每 一 个 圈 ( 这 里 ,把 每 一 个 由 不 同 边 构成 
的 回路 均 称 为 国 ). 且 每 次 对 所 考虑 圈 之 边 的 修改 ,还 可 能 影响 到 已 
修改 过 的 图 之 重复 边 . 故 最 后 一 定 要 对 所 有 可 能 圈 都 进行 检验 ,才能 
得 出 最 短 投递 路 线 . 


过 


85.3 最 小 树 


定义 5.3.1 设 了 T* 是 赋 权 图 G =《V,EE,W) 的 一 则 生成 树 ， 
着 对 图 G 的 任意 生成 树 了 ,都 有 :2(T Js<I(T), 财 称 了 为 图 G 
的 一 棵 最 小 逻 . 其 中 必 (T) 一 .如 m(e) 为 树 了 的 所 有 边 e 的 权 的 和 . 

下 面 讨论 最 小 树 的 性 质 . 

为 了 讨论 方便 起 见 , 我 们 用 Crfe“) 来 表示 由 连 核 ( 弦 )e 所 确定 
的 关于 生成 树 的 基本 回路 .用 Srfe}) 表 示 由 树枝 。 所 确定 的 关于 生 
成 檬 的 基本 市 集 . 

定理 5.3.1 设 工 是 图 G 的 一 棵 生成 树 , 则 下 列 条 件 都 是 工 
为 最 小 树 的 充 要 条 件 ， 

《1) 对 于 任意 弦 e EG \ T, 有 
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we') = gas, {we)l; 
{2) 对 图 G 中 任意 轿 C, 存 在 e' EC \T, 有 
wle’)—maxlw(e)}; 
(3) ”对 任意 树枝 eE€ 人 本 有 
wle = we )}; 
(4) 对 图 G 的 任意 割 集 S, TS 中 存在 一 条 边 e ,有 
wle})= min {wtle’)}. 
ESrte) 
其 中 ,w(e) 表 示 边 。 的 权 . 
证 阴 ”显然 ,因为 这 些 命题 中 含有 包含 关系 ,我 们 只 证 明 (2) 的 
必要 性 及 (1) 的 充分 性 . 
先 证 命题 (2) 的 必要 性 . 
设 工 * 是 图 G 的 一 棵 最 小 生成 树 ,去 证 对 G 的 任意 圈 C ,存在 
e ECN\T', 有 
wle’)=maxlw(e)}. 
若 命题 不 成 立 , 即 在 G 中 存在 一 个 图 Co 及 eE Co 站 了 * ,对 任 
意 eECo\T', 有 w(e)>w(e'). 
显然 ,eE Sr*(e) 几 Co 天 V. 对 于 eo 到 e,eoE€ Sr*(e) 介 Co, 由 
于 e 是 Sr'(e) 胡 IT 的 唯一 元 索 , 故 eo€ Co\ TT ,因此 w(eo)< 
世 (e). 现 考虑 T=T" -e+eo, 因 为 e 与 co 网 属 于 Sr'(e), 所 以 
了 ' 也 是 G 的 一 棵 生成 树 ,但 
HT)=L(T*) -wle)t wlen) <i(T’), 
此 与 了 “是 最 小 树 的 假设 矛盾 . 
再 证 (1) 的 充分 性 , 设 T* 是 图 G 的 一 棵 生成 树 , 且 对 任意 的 
《EGNT' ,都 有 ,ww(e')= max tw(e") 镍 ,去 证 工 * 是 最 小 树 . 


著 工 * 不 是 最 小 树 , 那 么 取 一 棵 G 的 最 小 树 工 ,使 | 荆 们 "| 为 
最 大 . 
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再 取 e ET*\ 丁 ,显然 ,e € Sr*(e) 站 Cr(e'), 故 存在 一 条 边 
e 天 e 且 e ESromCcrfe ), 于 是 e*ET*\T. 令 T’=T- 
e+e", 则 因为 :wle*)w(e ,所 以 风 T SCT), 即 工 也 是 
最 小 树 , 但 |T 人 NT'1=1TNT*|+1>1TNT*|, 此 与 工 的 取 法 也 
盾 , 故 了: 必 为 最 小 树 . 

类 似 于 2.4 所 介绍 的 生成 树 的 求法 ,下 面 给 出 求 最 小 树 的 两 
种 算法 . 

一 、 避 图 法 

先 将 赋 权 图 G =(V ,E,W) 的 边 按 各 边 的 权 的 递增 顺序 排列 ; 

wa)ew(a) Ew(an), 

其 中 ,a1,42,…,am 为 图 G 的 边 集 EE = ie1,e2,… ,em 的 一 个 罪 列 . 
且 |V l=n,|El=m. 

再 取 er = al,ez = a2, 然 后 检查 a3. 

若 a3 不 与 ev,ez 构成 图 , 则 令 ey = a3. 著 a3 与 er ,ez 构成 
图 , 则 故 弃 3; 并 继续 检查 a4, 车 es 不 与 er ,ez 构成 圈 , 则 令 e3 = 
a4- 和 否则 ,放弃 a4, 并 继续 检查 a5; 如 此 继续 下 去 ,直到 找到 一 个 以 
el ,e2 ，…,en-1 为 边 的 且 不 售 任 意图 的 连通 图 为 止 . 此 时 ,el ,ez 
…,en-1 | 即 为 所 求 的 一 棵 最 小 树 . 

例 5.3.1 求 如 图 5.3.1 中 所 示 的 赋 权 图 G =(V ,E,W ) 的 一 
棵 最 小 树 ， 


图 5.3.1 
首先 ,将 边 按 权 的 递增 顺序 排列 ， 
ci= 《warv3)( 权 为 1) ,az2= (vs,vw8)( 权 为 1)， 
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as= (zlvp4) 权 为 2),as= (ozyu5)( 权 为 2). 
接 下 来 ,依次 有 : 
as=(v3,05) ,a6= (U2, v8) ,07= (v1, 07), 
aa= (v6, V8),a9= oa,o4) ,410= (v4, 06), 
an= (ve v7) a2= Cvs V6), 013= (V4, v7), 
a14= (v7, Va) 415= Cw, 02) ,016= (v3s v8), 
a = (v1, v3). 
我 们 用 符号 :ai() 表 示 边 a, 所 赋 有 的 权 , 则 可 由 图 5.3.2 来 
表示 . 


图 5.3.2 
巾 避 图 法 ,可 惊 次 取 :ey =a1,ez = a2,e3 一 aa3yed 一 44,65 二 
ayeg 二 a8127 =a9, 则 由 el ,62 ,eyed ,25 es,ey 构 成 的 连通 图 
即 为 图 5.3.2 的 一 棵 最 小 树 .如 图 5.3.3 中 的 实 线 所 示 - 
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即 vevsvusv2v3v45107 为 一 棵 最 小 树 , 且 它 的 权 为 ; 
3+1+2+1+4+2+3=16. 

二 \、 破 围 法 - 

首先 ,在 赋 权 图 G =(V, 开 ,多 ) 中 任 取 一 个 围 ; 然 后 ,去掉 这 个 
中 权 最 大 的 边 ; 接 下 来 ,再 在 新 得 到 的 图 中 任 取 一 个 圈 , 同 上 面 一 
祥 , 也 去 掉 该 圈 中 权 最 大 的 边 ;如 此 变 续 重复 前 面 的 步 又 ,直到 图 中 
不 再 含有 圈 为 止 .这 时 , 剩 下 的 边 所 构成 的 子 图 即 为 图 G 的 一 覃 最 
小 择 . 

例 5.3.2 在 例 5.3.1 中 给 出 的 图 5.3.1 中 ,首先 取 定 一 个 图 : 

v1v43v2v1, 去 掉 权 最 大 的 边 (v1, v3) 得 图 5.3.4, 图 中 虚线 表示 去 掉 
的 权 最 大 的 边 . 


图 5.3.4 


在 上 图 中 ,再 任 取 一 圈 :v.04v2v1, 并 去 掉 权 最 大 的 边 (ww2)， 
得 图 5.3.5 


接 下 来 ,去 掉 (w4,v7), 得 图 5.3.6. 


图 5.3.6 
再 去 掉 边 tw3,w6) ,得 图 5.3.7. 


图 5.3.7 


图 5.3.8 


再 分 别 去 掉 (v: ,zw6),(w2,vw3) ,得 图 5.3.9. 


Es . 
ED 一 | 
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图 5.3.9 
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再 分 别 去 掉 (v2,w5),(w4, v5) ,得 图 5.3.10. 


图 5.3.10 


图 5.3.11 


于 是 也 得 到 一 棵 最 小 树 w4v1217v6v8v5v3v2, 容易 算得 它 的 权 
也 是 16. 

由 例 5.3.1、 钢 5.3.2 可 知 :对 于 一 个 连通 图 G 来 说 , 它 的 最 小 
树 并 不 是 唯一 的 ,但 它们 的 权 是 相同 的 . 


$5.4 推销 员 问 题 与 哈密 顿 回路 


所 谓 * 推 销 员 问题 "是 指 : 某 推销 员 从 其 驻地 出 发 ,要 求 他 经 过 所 
有 与 其 有 业务 往来 的 城市 至 少 一 次 ,最 后 返回 出 发 地 . 问 应 如 何 安 排 
其 旅行 路 线 ,而 使 总 的 旅行 距离 最 短 ? 类 似 地 ,还 可 以 推广 为 使 旅行 
费用 最 少 或 使 旅行 时 间 最 短 等 等 . 

1 859 年 ,爱尔兰 数学 家 研 康 .哈密 顿 提出 一 个 关于 正 十 二 而 体 
的 数学 游戏 :考虑 用 正 十 二 面体 的 20 个 项 点 来 代表 20 个 城市 .要求 
旅行 者 从 某 一 城市 ( 即 某 一 个 顶点 ) 出 发 , 己 经 各 城市 ( 即 各 项 点) 一 
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次 且 仅 一 次 ,最 后 返回 出 发 地 . 由 于 将 每 个 顶点 均 看 作 一 个 城市 :而 
将 两 个 顶点 间 的 边 看 作 交 通 线 , 因 此 ,通常 人 们 也 称 此 问题 为 "环球 
航行 问题 "或 "周游 世界 问题 ”. 


图 5.4.1 

“环球 航行 问题 "用 图 论 的 语言 来 说 ,就 是 在 十 二 面体 的 图 中 , 找 
出 一 条 通过 每 个 顶点 的 回路 {或 称 为 图 ). 见 图 5.4.1. 

显然 ,对 于 任何 一 个 连通 图 G ,都 可 以 提 同 样 的 问题 :图 G 中 是 
香 存在 经 过 所 有 顶点 一 次 是 仅 一 次 的 回路 ? 

为 了 进一步 研究 这 类 问题 ,我 们 给 出 ， 

定义 5.4.1 经 过 图 G 的 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 道路 称 为 
哈密 顿 道路 ;经 过 图 G 中 的 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 为 哈密 
顿 回路 . 
车 图 G 中 存在 一 条 哈密 顿 回路 , 则 称 该 图 G 为 哈密 顿 图 
关于 定义 5.4.1, 我 们 给 出 以 下 几 点 补充 说 明 : 
(1) 车 图 G 中 存在 一 条 哈密 顿 道路 , 则 图 G 一 定 是 一 个 连通 


图 ; 


(2) 车 图 G 中 存在 哈密 顿 回路 , 则 G 中 一 定 存在 哈密 顿 道 
路 ,但 其 送 不 真 ; 

(3) 依照 定义 ,只 有 哈密 顿 道路 , 面 没 有 了 哈密 顿 回路 的 图 ,不 是 
哈密 顿 图 . 
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全 5.41 各 图 5.4.2 所 示 ,!a ) 中 只 有 险 密 频道 路 ,而 没有 内 名 
顿 回路 , 帮 (a ) 不 是 哈密 里 图 .而 (6 ) 不 是 连通 图 . 故 显然 (5) 也 不 是 
哈密 顿 图 .最 后 ,在 (ce) 与 (d) 中 ,都 存在 着 哈密 顿 回路 (当然 刀 有 了 哈 
帘 屯 道路 ) , 故 (c)、(c) 均 为 哈密 顿 图 . 


-信人 


图 5.4.2 

目前 ,虽然 已 经 知道 关于 哈密 顿 图 的 若干 必要 的 或 充分 的 条 件 . 
但 是 , 找 哈密 顿 图 的 一 个 简洁 而 有 用 的 特征 ,使 之 不 仅仅 是 定义 的 一 
个 隐 苹 的 同文 语 .换言之 , 针 给 出 判断 一 个 图 是 否 为 哈密 环 图 的 充 要 
条 件 ,这 一 直 是 一 个 诱 人 而 至 今 尚未 解决 的 问题 . 

下 面 我 们 给 出 一 个 图 G 是 哈密 顿 图 的 一 个 必要 条 件 . 

定理 5.4.1 车 图 G =(V, 玉 ) 是 哈密 骆 图 , 则 对 于 顶点 集 六 
的 每 一 个 非 空 真子 集 5 ,导出 于 图 G - S 的 分 支 数 目 E(G - S) 均 满 
足 : 


ktG ~ S)EIS|. 
证 角 设 C 是 图 G 的 一 个 哈密 顿 回路 ， 
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先 来 考 模 两 种 特殊 情形 . 

(1) 5S 中 只 含有 C 中 的 诸 邻 接 顶 点 .此 时 图 C 一 S 显然 是 一 
条 道路 ,因而 有 (tC 一 S)=1 

2) 5S 中 含有 r 个 在 C 中 均 不 邻接 的 顶点 ,此 时 图 C~S 有 
个 分 支 ,于 是 有 RIC - S)=r, 且 1S 之 +r. 

由 (1 可 知 ,在 C 中 删 去 相 邻 久 的 顶点 后 ,分 支 数 不 会 改变 . 

由 (2) 又 可 知 , 在 C 中 删 去 > 个 互 不 邻接 的 顶点 后 ,C - S 的 分 
支 数 从 为 >， 

从 而 ,如 果 S 中 即 含有 邻接 的 顶点 ,又 含有 不 邻 搂 的 顶点 , 则 我 
们 有 &CC -S)<t1S1. 

另外 ,因为 C~S 是 台 - S 的 一 个 生成 子 图 ,因而 必 有 

k(G-SJ<AIC-S)<r=1S1. 

定理 5.4.1 给 出 了 一 个 图 G 是 险 密 辆 本 的 必要 条 件 . 因此 ,对 
于 一 个 给 定 的 图 G ,只 要 它 不 满足 定理 5.4. 1 的 条 件 ,就 可 以 断定 
它 不 是 哈密 顿 图 . 如 在 图 5.4.3 中 删 去 a ,6,c 三 个 项 虑 , 则 得 到 四 
个 分 支 ,不 满足 定理 5.4.1 中 的 条 件 , 故 这 个 图 不 是 哈密 顿 图 .但 是 ， 
一 个 非 险 和 地 图 冯 可 以 满 是 定理 5 4.1 的 条 件 , 例 如 图 5.4.4 所 示 
的 图 不 是 哈密 顿 图 ,但 它 却 满足 定理 5.4.1 中 的 条 丛 . 


图 5.4.3 医 5.4.4 
下 面 给 出 图 G 是 痊 密 报 图 的 一 个 充分 条 人 性. 
定理 5.4.2 设 图 G 是 一 个 nn 之 3) 阶 简单 图 ,vw 是 G 中 有 最 
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小 度数 的 硕 点 ,和 如果 满 足 ;d (v) 之 多 , 则 G 是 哈密 顿 图 
证 明 苦 定 埋 的 结论 不 成 立 ,并 设 图 G 是 一 个 之 3 阶 的 且 顶 
点 的 最 小 度数 之 的 最 大 非 哈密 顿 图 (所 谓 最 大 是 指 :在 图 G 中 任 
意 不 相 邻 的 两 个 项 点 间 连 一 条 边 , 则 G 就 变 为 哈密 顿 图 ). 
因为 G 不 是 哈密 顿 图 ,所 以 G 不 是 完全 图 . 设 w 和。 是 图 G 
的 不 邻接 的 顶点 ,由 G 的 最 大 非 哈 密 顿 性 , 知 G + uv 是 一 个 哈密 
凶 图 .此 外 ,由 于 CG 十 非 哈密 顿 图 ,所 以 图 G + ww 的 每 一 个 哈密 顿 
固 必 然 包 含 边 (u,v). 于 是 ,在 G 中 存在 一 个 起 点 为 w= oa 终点 
= mn 的 险 密 顿 道路 ;p= v102…o. 令 
S= vl 边 (u ,0)EE| 
T=1vl 边 (wi, vo) EE 
其 中 下 为 图 G 的 边 集合 . 
因为 w 作 SUT ,所 以 |SUTI<n, 而 且 |SNT1 =0. 事 实 上 ， 
若 S 站 T 包含 某 个 项 点 w , 则 G 将 有 险 密 顿 图 :v1v2… wiv -1… 
w+tol 此 与 假设 矛盾 . 见 图 5.4.5， 


图 5.4.5 


这 样 ,ISUTI<w,1SNTI=0, 得 

du)+td(v)=1SI+1TI=|SUTI+1SNTI<n, 这 与 题 
设 图 G 的 最 小 度 > 蕊 的 假设 矛盾 . 故 G 是 哈密 顿 图 . 

定义 5.4.2 给 定 赋 权 图 G=(V ,E,W). 

称 经 过 图 G 的 每 个 硕 点 至 少 一 次 , 且 总 长 度 ( 权 ) 最 短 的 回路 为 
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最 优 推销 员 回 路 ; 

称 经 过 图 G 的 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 ,并 且 总 长 度 最 短 的 回路 
为 最 优 哈 密 顿 回路 、 

一 般 来 说 ,在 同一 个 图 G 中 ,最 优 推销 员 回 路 与 最 优 哈密 顿 回 
路 并 不 一 定 是 相同 的 .例如 ,在 如 图 5.4.6 所 示 的 图 中 : 

最 优 哈密 顿 回路 为 : 昌 = viv3v2v1, 如 图 5.4.7(a ) 所 示 ( 图 中 
实 线 ) 且 其 总 长 为 12; 而 最 优 推销 员 回 路 为 :T= viv3v2v3v1, 如 图 
5.4.7 所 示 ( 图 中 实 线 ) 且 其 总 长 为 4. 

这 里 ,1H)=12>4=12(T). 

显然 , 当 顶 点 允许 重复 时 ,可 使 巡回 路 线 的 总 长 相应 地 缩短 . 


Dy U3 U3 
\ | 
0 wo va 
™ 的 0 02) 
图 5.4.6 图 5.4.7 


定理 5.4.3 ”车 在 赋 权 图 G = (Y ,E,W) 中 ,任意 两 个 顶点 v 
与 v 均 满 足 如 下 的 三 角 不 等 式 

Lt EE VS 

式 中 :wi 沽 ,v0; 天 v4 ,0 闫 wh,i 表 示 硕 点 v; 到 顶点 vv 道路 的 
长 .这 里 ,顶点 vi 与 并 不 一 定 是 邻接 的 . 则 图 G 的 最 优 推 销 员 回 
路 与 最 优 哈 密 顿 回路 一 定 相 等 . 

证 明 ”因为 图 G 中 所 有 各 顶点 之 闻 丝 满足 三 角 不 等 式 .所 以 如 
果 图 G 的 推销 员 回 路 的 最 优 解 $ 不 是 哈密 顿 回 路 , 则 必定 存在 G 
的 某 些 顶点 ,使 这 些 顶 点 在 B 中 重复 经 过 . 设 这 些 重 复 点 所 构成 的 
集合 为 V1. 

我 们 在 V1 中 和 任 取 一 顶点 ", 则 w 在 加 路 中 至 少 出 现 两 次 . 设 推 
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销 员 第 一 次 经 过 "所 走 的 路 线 为 :从 vi 到 vv, 再 从 v 到 wv,. 现 将 回路 
中 从 mm 到 vw, 再 从 v 到 的 道路 改 为 从 wv; 直接 到 ww , 则 可 得 到 新 的 
推销 员 回 路 B1, 量 在 回路 @1 中 ,其 总 长 度 不 会 增加 (这 由 题 设 的 三 
角 不 等 式 即 知 ), 通 过 G 中 的 各 顶点 仍然 是 至 少 一 次 . 故 可 用 B1 来 
代替 .这 时 ,回路 ,中 所 包含 的 边 数 比 B 减少 了 一 条 ,顶点 的 重 
复 通 过 也 减少 了 一 次 . 

接 下 来 ,再 在 回路 @1 中 选 一 个 重复 经 过 的 顶点 ,继续 上 面 的 论 
证 眉 改 过 程 ,最 终 可 以 得 到 一 个 通过 图 G 的 各 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 
的 最 优 推销 员 回路 ,显然 这 个 回路 即 为 哈密 顿 回路 . 

根据 定理 5.4.3 ,我 们 得 出 了 一 个 图 G 的 最 优 推销 员 回 路 与 最 
优 险 密 顿 回路 的 等 价 条 件 ; 
对 任 一 赋 权 连通 图 G =(V ,E,W), 我 们 可 以 先 利用 图 G 中 任 
意 两 点 之 间 的 最 短路 之 算法 来 构造 一 个 满足 定理 5.4.3 中 三 角 不 等 
式 的 图 G",G“ 中 各 顶点 之 间 的 距离 都 用 这 两 点 间 的 最 短路 的 长 代 
替 . 于 是 ,由 定理 5.4.3 求 图 G 的 最 优 推销 员 回 路 问题 即 可 归结 为 
求 该 图 的 最 优 险 密 顿 回路 问题 . 

下 面 ,我 们 通过 一 个 具体 的 实例 ,给 出 求 最 优 险 密 顿 回路 的 解 
法 . 

例 5.4.2 今 给 定 5 个 城市 ;v1 ,v2,v3,v4, v5. 

我 们 用 7 表示 由 城市 v 到 城市 的 曙 离 , 且 规 定 ti = %. 

已 知 5 个 城市 间 的 距离 矩阵 工 为 ; 


oo 1 1 1 2 
to 23 1 3|m 
L=(o)ss=|ll23 ~ 10 8|» 
17 1 10 % 6|mw 
2 3 8 6 %jvs 


Vi V2 V3 V4 Ys 
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矩阵 上 = (Ls) 是 对 称 的 ,这 表示 从 城市 x, 到 城市 的 距离 等 
于 从 城市 w 到 城市 w 的 距离 .车 从 城市 mm 到 必 是 单行 道 时 ( 即 短 
阵 上 为 非 对 盾 焦 阵 ) ,情况 则 要 复杂 得 多 . 本 书 只 讨论 邱 阵 了 为 对 
称 时 的 情形 . 

具体 解法 如 下 : 

[1) 先 从 5 个 城市 中 找 出 距离 最 短 的 5 条 边 ,分 别 为 

{v1 v03) =1, v2, 04) =1, (vw5) =2, (02, v5)=3, 

(wa v5)=6,H lstiatirstistias=1-1+2+3+6=13. 

从 图 5.4.8 中 ,可 知 这 5 条 边 不 能 构成 哈密 顿 回路 (内 顶点 ws 
的 度数 大 于 2). 

为 求 最 优 蛤 密 顿 回路 ,我 们 给 出 如 下 的 "分 枝 定 界 法 ”. 

i2) 先 考 惠 排除 边 (w1, ps) 的 情况 . 此 时 可 选取 排除 边 (wi, vs) 
后 的 最 短 边 (v3, vs) 来 代替 (vi,vs). 如 图 5.4.9 所 示 . 


3 


图 5.4.8 图 5.4.9 
图 中 总 长 度 为 :721324+ 3s ti2s+ Las=19. 
与 图 5.4.8 一 样 ,现在 顶点 ws 的 度数 仍然 大 于 2. 计 且 注意 到 : 
当 保 留 边 (vi, z5) 时 ,得 下 界 (总 长 庆 ) 为 13, 而 排除 边 { pt pz) 时 ,得 
下 界 为 19, 故 应 仍然 沿 着 保留 (v1,ws) 的 条 件 往 下 搜索 . 

3) 保 留 (v1,ws) 边 ,而 排除 (v2,ws) 边 ,并 惧 边 (v3, ws) 来 代替 
(Cv2,ws). 如 图 5.4.10 所 示 ., 其 总 长 度 为 ;113+ 4 11s+ 135 十 1445 一 
18, 生 zs 的 度数 >2, 故 仍 不 合理 . 

(4) 保 留 过 (v1.w5) 与 边 ( wz, us), 并 排除 进 (o4, ws) 而 代 之 以 
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(zsivas) ,得 图 5.4.1 .其 剖 长 度 为 ;13+ia+ ias+ Lis+735=15, 且 
v5 的 度数 >2 , 嚼 然 不 合理 . 


图 5.4.16 图 5.4.11 
‘5) 在 保留 边 { vi, cs) 与 边 (va,zs) 同 时 排除 边 (ua, ws) 与 
人 ws,w5) 的 条 件 下 , 只 能 再 添加 边 (w3, ws) ,得 图 5.4.12, 其 总 长 度 


为 :i9t+ at lastiis+ ta=17. 


图 5.4.12 

显然 图 5.4.12 已 构成 了 一 个 哈密 顿 回路 . 

而 由 (2) 及 (3) 所 得 的 下 界 均 已 超过 17, 故 已 经 没有 继续 搜索 下 
去 的 必要 . 故 ,P = viv3v4v2v5v1 即 为 一 条 最 优 险 密 顿 回路 , 同时 也 
是 一 条 最 优 推销 员 回路 . 

上 面 是 利用 ”分 枝 定 界 " 的 方法 ,逐次 在 图 上 排除 边 或 添加 按 而 
得 到 最 优 解 的 . 下面, 我 们 再 来 介绍 一 种 直接 利用 算 阵 的 方法 来 求 最 
优 解 的 算法 . 

例 5.4.3 设 给 定 5 个 城市 v1,v;,w3,v4,vs 的 旅费 抑 阵 为 : 
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3 6121 
2 10 9|z22 
© 8 7|v, 
8 1 
7 


va 


已 
中 

CAww8 
tb 


1 /ws 


vl vy Ua vs 
其 中 dd5 表 示 由 城市 v 到 了 的 旅行 费用 并且 dy=dy,B D=(d,) 
是 对 称 和 矩阵. 
我 们 给 出 求 从 任 一 城市 出 发 ,经 每 个 城市 一 次 且 仪 一 次 ,最 后 加 
到 出 发 地 的 最 小 旅行 费用 的 算法 如 下 ; 
首先 ,在 矩阵 D 的 每 一 行 中 选取 最 小 元 素 ,并 令 和 矩阵 每 一 行 的 
所 有 元 素 都 减 去 该 行 的 最 小 元 素 , 得 到 矩阵 Di， 


3 13 

3 0 8 7I2 
Di=|Il 0 co 6 512, 
3 5 7 cs 0l1 

0 oil 


5 6 

其 中 ,DD， 右边 所 列 数字 表示 交行 所 丰 去 的 数字 (好 为 刀 中 各 行 的 最 
小 元 素 ) 

再 用 D; 的 各 列 的 所 有 元 素 都 减 去 该 列 的 最 小 元 索 ,得 到 答 阵 


D2, 
-2 0 1 3)3 
2 ce0 8 7|2 
Ds= 0 0 ® 6 512, 
2 9 7 % 0l1 
4 8 6 0 ol 
1 0 0 0 0 


其 中 , Da 下 边 所 列 数字 表示 该 列 所 减 去 的 数字 ( 即 为 Di 中 各 列 的 
最 小 元 素 ) 

我 们 将 每 次 所 减 去 的 数字 总 和 写 在 该 矩阵 的 左下 角 , 丽 不 再 将 
这 些 数字 全 部 在 右边 (或 下 边 ) 列 出 .从 丽 ,D2 可 写 为 : 
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oocgm 

m8oo 

全 人 oo 

8 忆 mm 
号 


ar 

对 于 用 每 行 的 最 小 元 素 分 别 去 减 该 行 的 所 有 元 素 ,我 们 艇 以 下 
说 明 : 

第 一 行 全 部 减 去 了 最 小 元 素 3, 这 表示 从 城市 v1 到 其 余 4 个 城 
市 的 旅费 一 律 降价 3, 对 于 其 他 行 也 都 可 以 敌 同 样 的 理解 . 

至 于 列 的 情形 ,比如 第 一 列 都 碱 去 了 最 小 元 素 1, 即 可 认为 从 其 
他 各 城市 出 发 ,到 wi 的 旅费 一 律 降价 1, 等 等 . 
”” 画 为 我 们 要 求 推销 员 进 人 每 个 城市 一 次 所 仅 一 次 ,同时 从 该 城 
市 出 去 一 次 也 仪 一 次 ,所 以 以 Da? 为 旅费 矩阵 的 最 优 解 和 以 DD 为 旅 
费 和 窍 阵 的 最 优 解 是 一 样 的 (只 不 过 总 费用 相差 10). 

从 而 ,只 需 讨 论 以 D: 为 旅费 矩阵 的 推销 员 问题 的 最 优 解 . 

DD 的 显著 特点 是 每 行 、 每 列 都 至 少 有 一 个 数字 是 0. 这 样 如 果 
从 v1 出 发 ,注意 到 :413=0, 必 然 选 择 ws 来 做 为 下 一 站 . 

接 下 来 ,在 第 阵 DD 中 划 去 dia 所 在 的 第 一 行 与 第 三 列 ,并 将 413 
改 为 {这样 籁 是 为 了 避免 出 现 :wv 一 vi 的 现象 , 它 显 热 不 符合 
问题 的 要 求 ). 划 去 第 一 行 及 第 三 列 的 原因 在 于 要 求 每 个 城市 进出 仅 
一 次 .于 是 得 到 和 矩阵 刀 3， 


2 > 8 312 
co 0 6 5|v3 
Po -|2 9 ~ 小 
4 8 0 oj 


V1 V2 V4 Ys 
Ds 中 第 一 行 没 有 零 元 素 出 现 , 故 用 该 行 的 最 小 元 素 2 去 减 各 元 
素 ,得 矩阵 D4， 
247“ 


0 co 6 3512 

o 0 6 5|vs 

Di=|2 9 co 0lv 
I2 【4 8 0 oo 


Ul V2 v4 Us 
D4 左下 角 外 面 的 数字 12= 10+2 是 由 原来 的 10 加 上 这 次 的 2 
所 得 到 的 . 
因 4d3s=0, 所 以 自然 选择 vs 的 下 一 站 为 v2. 同时 将 ds 所 在 的 
第 二 行 与 第 二 列 去 掉 ,d2i 改 为 co ,将 dai 改 为 是 为 了 避免 出 现 :zi 
一 oz2al 的 现象 ,这 不 符合 推销 员 问 题 的 要 求 , 于 是 得 到 Ds， 


co 6 


2 % 0 
4 0 oo 


Va, 


vs 
VI VA vs 
同样 用 Ds 的 第 一 行 最 小 元 素 5 去 减 该 行 的 所 有 元 素 ,再 用 第 
一 列 的 最 小 元 素 2 去 减 该 列 的 所 有 元 素 ,得 到 矩阵 :Ds， 
co 1 0 
0 ~ 0 
2 0 % 


v2 


Va. 


vs 
V1 V4 Vs 
再 接 下 来 ,因为 dz =0, 故 自然 选择 vz 的 下 一 站 为 vs, 同 时 将 
d25 所 在 的 第 一 行 及 第 三 列 去 掉 , 并 将 is? 改写 为 co ,得 到 D7， 
Dy =10 cz 
19 (= 6) 


vs 
VI v4 
最 后 ,vs 的 下 一 站 必然 只 有 选 va, 于 是 得 一 条 最 优 推销 员 回 路 
为 :viv2v3vsvav1, 且 其 旅行 费用 为 19. 
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习题 五 
1. 证 明 :x 阶 完全 图 K。 是 哈密 顿 图 . 
2. 题 图 5.1 中 的 图 G 是 否 是 哈密 顿 图 ? 若是 , 试 画 出 它 的 一 
个 哈密 顿 回路 . 


< 


题 图 5.1 题 图 5.2 


3. 证 明 : 若 图 G 是 二 部 图 , 且 它 的 顶点 集 的 二 分 划 ( Vi， V2) 
有 :|vi| 取 |vz|, 则 图 G 一 定 不 是 哈密 顿 图 . 

4. 证 明 : 若 图 G 中 存在 一 顶点 ,使 得 4(v)=1, 则 G 必 不 是 
哈密 顿 图 . 

5. 求 题 图 5.2 所 示 的 图 G 中 顶点 zx 和 w 之 间 的 最 短 道路 . 

6. 求 题 图 5.3 中 两 图 的 最 小 树 . 


题 图 5.3 
7. 求 题 图 5.4 所 示 的 器 中 的 中 国 邮 路 问题 ， 
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题 图 5.4 


8. 已 知 世界 6 个 城市 :北京 (B) ,纽约 (N) ,巴黎 (P), 伦 敦 
( 工 ) ,东京 (了 ) ,墨西哥 (M ), 试 求 在 由 下 面 矩 阵 确定 的 交通 网 络 中 


的 最 优 解 . 


77 
70 


co 57 


oo 


20 


2 55 
P M 


[a 

b= 
下 8 多 LSE 
| 


- 


9. 设 口 是 5 个 城市 vj,w2,wv3,v4, vs 间 的 距离 矩阵 ,求解 推销 


员 问 题 的 最 优 解 


v3 


v4 


59121 
67|v2 
60 ,v3 
131v4 
vs 


10. 试 证 : 题 图 5.5 中 存在 一 条 哈密 顿 路 ,但 不 存在 哈密 顿 加 


题 图 5.5 
11. 分 别 求 题 图 5.6 中 (a ) 与 (5 ) 的 中 国 邮 路 问题 的 解 ， 


， B 5 C 让 
3 
A < A fe 9 ， 
人 分 a 5 
F 5 6 H 
ra) {8) 
题 图 5.6 


* 251 


习题 解答 与 提示 


第 一 篇 ”组合 数学 初步 


第 一 章 ” 抽 层 原 理 

1. 两 次 运用 抽 居 原则. 

2. 对 圆周 ”等 分 ,再 用 抽 层 原则 . 

3.20 只 盘子 . 

4. 参照 §1.3 例 1.3.7. 

5. 用 三 角形 的 三 条 中 位 线 将 三 角形 四 等 分 . 

6. 仿照 5 题 ,将 三 角形 九 等 分 . 

Tarn=n2+1(n =2,3,…). 

8.a1,42,43 中 至 少 有 两 个 数 奇 偶 性 相同 ,不 妨 设 为 al, cz; 于 
是 知 51,52 中 至 少 有 一 个 与 al,az 奇偶 性 相同 . 

9. 记 a;=10m;+i,i=0,1,…,9, 其 中 mx, 为 整数 , 则 每 一 整数 
必 与 ai 之 一 同 余 . 

10. 用 反 证 法 . 

11. 将 正方 体 分 为 全 等 的 8 个 小 正方 体 . 

12. 对 三 行 两 次 用 抽 居 原理 . 


13. 仿照 题 9 
第 二 章 ”排列 与 组 合 
1. 4x3x3=36( 种 ). 
2. (1)9 条 ;(2)15 条 ;(3)18 条. 
3. 略 . 
4. 咯 . 
5. 咯 . 


6.(1)2 286: 52)1 143. 

7.120. 

8.12 种. 

39. (DAS +s 
(2)AS1 
(DA 
(4) 略 - 

10.11)60;(2y190 一 00=130. 

11. (1)5! =120; 
(2)4 个 位 置 ， 

12. 3x5=15( 种 ). 

13.， 49=1 000( 种 ). 

14. 107( 种 )， 

15， 35( 种 ) 

16. (1)4x4=16; 
(2)4x47=168; 
(3)169; 

(4)51; 
{5)396, 

17. 48. 

18. 840. 

19. 5! x6! =86 400. 

20. 5 665;5 511. 


B 
梁 避 可 


第 三 章 ” 容 斥 原 理 
1. 105—103—1+10. 
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~- 社 ]-[ 潮 |-[ 学 ]+| 澡 ]- [型 ]* [ 吹 ]- 


2 3 7 15 | L271 )+ (35 
济 -” 
[学]-[ 鄞 一 [ 剖 ]+ 议 ]-n 
-各 入 J 
[学 :-[ 疗 |]-[ 澡 ]- 物 |= 
0 
-=m 
mo] -fo] -go] -go] ， 
EE 
[= 
5.、 2 人 
6.WTBZN) 8! -(C71 -CA.6! 一 Ci51 ~ C4.4!)= 
24 024; 
osn (二 雪 二 二 二, 直 草 - 
8.1854=14 832; 
(3) =5"1 854=9 270; 
《4)C8 1 =28; 
(DOEk! 中 -可 -去 区 -Ts 十 ) 
7. (DD;=1854; 


(2) 71 -D7=3 186; 
(3) 71 -D;—7:De=1 331; 
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£4) 71 -1=5 039. 
8.Di=1 334 961. 
9. 240. 


10. 10 000=23.5:,g(1 000) =1 000(1 -1 (1 一) =400, 
-oo =100(1 地 (1 
故 所 求 整数 个 数 为 :400 -40=360. 


第 四 章 ”递归 关系 


1 (Dut ast et ar-1™= tan — 1; 


(Dot 2t WaT an = ant1s 

(3)n =2%, 

uo Hl 42 tT) = tu 
=2k+1, 


Wo Hit us tl =1~ ul. 
2. as DD. 


3。 (mn)= 一 音 + 寺 "3" 一 吉 (3)*. 


+ 
4. Hin 1 


5 h(n)= 生 一 针 n+ 二 (2)"， 


和 
6 -= 才 + -二 =222* - 考 (-1)" 
7. (Dh(n)= 3 


GB) 02)=# 1D)"); 
(MGCn)=2" -1. 


(fn) =2+ 训 a- 
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8 (证)(3+ 训 m+ 名 m)， 
9. dem + Dm mr m+2). 


10.p(z)=1-3r+ xz; Dom +1)(m3+ 加 2 一 6za 十 和 


证. 参照 例 4.4.1. 例 4.4.2 和 例 4.4.3. 
12. 略 ， 


第 五 章 “” 母 函数 


1 AD 
2. f(z) = 
本 

(Wf ry 

G7) = 站 4 

(A) flr)= es; 
《S)F(Cz) 一 e *. 

3.(1) Frz)= 工 二 4235+16z3+ 

CR 


f(z) -T= 


3 2 
_1+y3 1-#3.” 
1- 1-13 
1 a 
“3 ; 
-1 1 _1 
x __ 8 年 8 
(7 生计 
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-_1_.1., -于 3)s, 
= 一 表 -二 :37 一直 (一 3)"s 
8 一 工 -一 2 1 
(WHT) Tg TI Ia + A 
ot 
4 2 1 
I 3 3 + 
(NTI tt ir 
=8 2 1 on 
ar 二 了 了 + 可 ( 2)"; 
= x -Ar t+3z3 
(fz) Ts 6 ir Be 
_8 17 2 _1 
37 108 9 12 
Tirt1-27 TI 2 2 


842, 1 ,2.2 By 

a 六 + 方 " 一 疝 * -2 一 萝 (-1)". 
_xCri+tdz-l)_ 
4.flz) ze = 


EE 


5. 略 . 

6. 略 . 

7. 考虑 数列 0,11 ,21,…,n1,… 其 指 母 函数 为 

TH ttt) 
8， (1+z)°. 


9 (D1 一 二): 


(En -3 十 


(3) 略 . . 
10. 指 母 函 教 为 


0 条 + 大 + 1+z+ 夺 + 条 + “3= 
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esr tr 20 + 07), 


《3) 略 . 


篇 图 论 


第 二 


图 的 基本 概念 


第 一 章 


1 1 


000111 


1 
00011 


1 


1100 0 
11000 
11000 


1 
1 
1 


000000 


001001 


1 


00000 


000001 


(a)A 
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关联 矩阵 : 


| 


[= 
所 
[= 
一 所 
全 
oOo- 
oor-r-eoeose 
局 串口 
巴巴 呈 一 乙己 


-coo 
-oco-oo 
~ 


1. 喀 . 
2. (1)1 个; 

(2)9 个 ; 

(DS -Dm +2 
3 一 9. 路 . 
10,B1,B2,B4 为 前 绷 码 - 
11 一 15. 略 - 


第 三 章平 面 图 
1.(a)》 0) ce) (为 平面 图 . 
2 . 为 非 最 大 可 平面 图 ， 
3~10. 略 . 


* 259 


红 .( 甲 、 乙 .两 ) 一 (ece) 或 (ac ,5) 或 ta,ce) 
12.a 一 4 


13. 路 


第 四 章 “” 匹配 理论 . 色 数 问题 
一 3. 略 . 
PB(G)=6. 
路 ， 
Ca fb e), tc.d), te,c),(f,d). 
(a xCG) =3 8) x(G)=4. 
路 . 
9.a1,05,46 一 组 ;142,43s44 另 一 组 - 


10. 张 教 物 理 , 王 教 计算 机 , 李 教 数学 , 赵 数 电工 . 


TOMA 


% 


第 五 章 ”路 径 问 题 
路 


U1YIVEUSUIUIOIVRU UZ. 


UUIU2UIVI U4UGD. 


Mm 


a) vevsvA030 tL; 

(BE) VAIVIUTIUL VIOUSCEUVUAVEYT. 

7. 填 加 边 vjv2vsvevzwo. 

8. 最 优 解 为 ,B 一 了 一 L 一 P 一 NM 一 B, 且 最 小 寓 用 为 207 
9.uro2>u3 一 ut>o5u1) 最 小 费用 为 193. 

10. 略 . 

11. 路 . 
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